CAPITULO D

Introduccién a métodos numeéricos para EDPs

Las aproximaciones de diferencias finitas para las derivadas son uno de los métodos méas simples
y antiguos para resolver ecuaciones diferenciales. Ya eran conocidas por L. Euler (1707-1783) hacia
1768 en una dimensiéon espacial y probablemente fueron extendidas a dos dimensiones por C. Runge
(1856-1927) hacia 1908. El advenimiento de las técnicas de diferencias finitas en aplicaciones numéricas
comenzd a principios de los afios 50 y su desarrollo fue estimulado por la aparicién de las computadoras,
que ofrecieron un marco conveniente para abordar problemas complejos de ciencia y tecnologia. Se han
obtenido resultados teéricos durante las tltimas cinco décadas en relaciéon con la precision, estabilidad
y convergencia del método de diferencias finitas para ecuaciones diferenciales parciales.

5.1 Meétodo de diferencias finitas

5.1.1 Principio general

El principio de los métodos de diferencias finitas es similar a los esquemas numéricos utilizados para
resolver ecuaciones diferenciales ordinarias. Consiste en aproximar el operador diferencial reemplazando
las derivadas en la ecuacién mediante cocientes diferenciales. El dominio se particiona en espacio y en
tiempo, y se calculan aproximaciones de la solucién en los puntos espaciales o temporales. El error
entre la solucién numérica y la solucién exacta estd determinado por el error cometido al pasar de
un operador diferencial a uno de diferencias. Este error se denomina error de discretizacién o error de
truncamiento. El término error de truncamiento refleja el hecho de que se usa una parte finita de una
serie de Taylor en la aproximacion.

Para simplificar, consideraremos el caso unidimensional. El concepto principal detras de cualquier
esquema de diferencias finitas esta relacionado con la definicién de la derivada de una funcién suave u
en un punto x € R:

o ulx+h) —ulz
o' (z) = lim ( ) ( ),
h—0 h

y con el hecho de que cuando h tiende a 0 (sin desaparecer), el cociente en el lado derecho proporciona
una “buena” aproximacién de la derivada. En otras palabras, h debe ser suficientemente pequeno
para obtener una buena aproximacion. Queda por indicar qué exactamente se considera una buena
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aproximacion y en qué sentido. De hecho, la aproximacién es buena cuando el error cometido en esta
aproximacion (es decir, al reemplazar la derivada por el cociente diferencial) tiende a cero cuando h
tiende a cero. Si la funcién u es suficientemente suave en el entorno de z, es posible cuantificar este
error usando una expansion de Taylor.

5.1.2 Serie de Taylor

Supongamos que la funcion u es C? en el entorno de z. Para cualquier h > 0 tenemos:

2
u(x + h) = u(z) + h'(z) + %u”(m + h),

donde h; es un ntmero entre 0 y h (es decir, x + hy es un punto de |z, x + h|). Para el tratamiento de
los problemas, es conveniente retener solo los dos primeros términos de la expresion anterior:

u(x + h) = u(z) + h'(z) + O(h2),

donde el término O(h?) indica que el error de la aproximacioén es proporcional a h2. De la ecuacién
anterior deducimos que existe una constante C' > 0, tal que para h > 0 suficientemente pequeno

tenemos: .
u(z+h) —u(z) W (2)] < Ch,
h
donde C' = Supyc(p,o4ho] lu”2(y)|, para h < hg (ho > 0 dado). El error cometido al reemplazar la derivada

u'(x) por el cociente diferencial es del orden de h. Se dice que la aproximacion de u en el punto z es
consistente en el primer orden. Esta aproximacion es conocida como la diferencia progresiva de u'. De
manera mas general, definimos una aproximacién de orden p de la derivada.

Definicién 5.1.1 La aprozimacion de la derivada u' en el punto x es de orden p (p > 0) si existe una
constante C' > 0, independiente de h, tal que el error entre la derivada y su aprozimacion estd acotado
por ChP (es decir, es exactamente O(hP)).

De igual manera, podemos definir la diferencia regresiva de primer orden de ' en el punto z como:
u(z — h) = u(z) — ha'(z) + O(h?).

Obviamente, se pueden considerar otras aproximaciones. Con el fin de mejorar la precision de la
aproximacion, definimos una aproximaciéon consistente, llamada aproximaciéon central de diferencias,
tomando en cuenta los puntos x — h y x + h. Supongamos que la funcion u es tres veces diferenciable
en las proximidades de x:

/ h? " h? (3)
u(w -+ h) = u(@) + b (@) + (@) + Tu (e,

2 3
ule — h) = ule) — ol (@) + o (2) — L (),
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donde &4 €]z, x + h] y £&- €]z — h,z]. Restando estas dos expresiones obtenemos, gracias al teorema
del valor medio:

2
u(z + h)2hu($ h) _ o (2) + %u(3)(£),
donde £ es un punto de |z — h,z + h[. Asi, para cada h €]0, ho[, tenemos la siguiente cota en el error
de la aproximacién:
u(x 4+ h) —u(z —h)
2h

—/(z)| < CK?,

[u®® (y)]
6

donde C' = Supye(y—ng,z+ho) . Esto define una aproximacion consistente de segundo orden para

o'

Remark 5.1.1 El orden de la aproximacion estd relacionado con la reqularidad de la funcion u. Si u
es C? continua, entonces la aproximacion es consistente solo en el primer orden.

5.1.3 Aproximaciéon de la segunda derivada

Lemma 5.1.1 Supongamos que u es una funcion de clase C* en un intervalo [x — ho,z + ho), ho > 0.
Entonces, existe una constante C > 0 tal que para todo h €]0, ho[ tenemos:

u(x + h) — 2u(x) + u(z — h)

3 —u(x)| < Ch% (5.1.1)

u(z + h) —2u(z) +u(z — h)
h2
orden de la segunda derivada u” de u en el punto x.

El cociente diferencial es una aproximacion consistente de segundo

Demostracion: Utilizamos expansiones de Taylor hasta el cuarto orden para lograr el resultado:

h? h3 ht

u(z + h) = u(z) + hu'(z) + ?u"(a:) + EU(S) (x) + ﬂu(@ (&4),
h? h3 R

u(x —h) = u(z) — h'(z) + ?u”(x) - FU(?’) (x) + ﬂu(‘g (€),
donde &4 €lx,x + h[ y £ €]lx — h,z][. Como anteriormente, el teorema del valor medio nos permite
escribir: (o4 1) (@) ( . 12

u(x +h) = 2u(zr) +u(r —
. = (@) + 5uM(e),
donde & €]z — h,x + h[. Por lo tanto, deducimos la relacion con la constante
(4)
Co w00

yG[l‘—ho@-ﬁ-ho} 12

Remark 5.1.2 De igual manera, la estimacion del error depende de la regularidad de la funcion u. Si
u es de clase C3, entonces el error es del orden de h solamente.
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5.2 Formulacion en diferencias finitas para un problema 1D

Consideramos un dominio acotado Q2 =]0,1[C Ry u : Q — R que resuelve el problema de Dirichlet
no homogéneo:

p{‘wmw+cmmu»—fux z €0, 1] (5.2.1)

u(0) = a, u(l) =4,

donde ¢y f son dos funciones dadas, definidas en €, ¢ > 0.

5.2.1 Teoria variacional y aproximacién

Es conocido que si ¢ € L>®(Q) y f € L?(2), entonces la solucion u de este problema existe. Ademés,
si ¢ = 0, tenemos la formulaciéon explicita de u como:

u@%iLG@wﬁ@ﬁw+a+xw—a%

donde G(z,y) =z(1—y)siy > x y G(x,y) = y(1 — ) si y < z. Sin embargo, cuando ¢ # 0, no hay
una féormula explicita que nos dé la solucién u. Asi, debemos resignarnos a encontrar una aproximacion
de la solucién.

El primer paso para derivar una aproximacion en diferencias finitas de la ecuacion (5.2.1) es dividir
el intervalo unitario en un nimero finito de subintervalos. Aqui surge un concepto fundamental de las
aproximaciones de diferencias finitas: la solucién numérica no esté definida en todo el dominio 2, sino
solo en un namero finito de puntos en €.

Introducimos los puntos de la malla equidistantes {x;}o<;j<n+1 dados por z; = jh, donde N es un
entero y la distancia h estda dada por h = 1/(IN + 1). Tipicamente, se busca que la distancia se haga
muy pequena a medida que el nimero de puntos de la malla aumenta. En el limite del dominio §2,
tenemos zg = 0y zy4+1 = 1. En cada uno de estos puntos, buscamos el valor numérico de la solucioén,
u;j = u(z;). Imponemos que u(xg) = @ y u(xy41) = B y usamos el cociente diferencial introducido en
la seccion anterior para aproximar la derivada de segundo orden de la ecuacion (5.2.1).

Los valores desconocidos del problema discreto son todos los valores u(z1), ..., u(zy) e introducimos
el vector up, € RY con componentes uj, para j € {1,...,N}.

5.2.2 Un esquema de diferencias finitas

Supongamos que las funciones ¢ y f son al menos tales que ¢ € C°(Q) y f € C°(Q). El problema
entonces consiste en encontrar u, € RN, tal que u; ~ u(z;), para todo i € {1,..., N}, donde u es la
solucion del problema (5.2.1). Introduciendo la aproximacion de la derivada de segundo orden mediante
un cociente diferencial, consideramos el siguiente problema discreto:

Ujtp1 — QUj + uj—1
D=4 h?
up =, un+1 =P,

+C(l‘j)uj = f(xj)7 je{l,...,N}, (5.2.2)
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El problema D ha sido discretizado mediante un método de diferencias finitas basado en un esquema
centrado de tres puntos para la derivada de segundo orden.

El problema (5.2.2) se puede escribir en forma matricial como:
Apup, = by,

donde Aj, es la matriz tridiagonal definida como:

c(r1) 0 - 0
0 c(zg) --- 0
Ap=AP+ T
0 0 c(zn)
con
2 -1 0 0
) -1 2 -1 0
(0) _ _
Ay = 3 0 '1 2 01,
0 0 -1 2
f(@1) + 45
f(x2)
b, =
flrn-1)
flzn) + %

La pregunta que surge de esta formulacién est relacionada con la existencia de una solucion. En otras
palabras, tenemos que determinar si la matriz Ay es invertible o no. La respuesta esta dada por la
siguiente proposicion.

Proposicion 5.2.1 Supongamos que ¢ > 0. Entonces, la matriz Ay, es simélrica y definida positiva.

Demostracion: Observamos que Ay, es simétrica. Consideremos un vector v = (v;)1<i<N € RV,
Dado que ¢ > 0, tenemos:

N
v AR = vtAgo)'v + Z c(xi)v? > 'UtAgo)'v,
i=1

(0)

y el problema se reduce a mostrar que A}~ es definida positiva. Notamos que:
hQ'UtAgo)v =0} + (v2 —v1)* + - + (uy—1 —oN)* + VR,

Yy ast vtA,(lO)U > 0. Ademds, si vtAELO)v = 0, entonces todos los términos viy1 — v; = v1 = vy = 0. Por
lo tanto, concluimos que todos los v; = 0 y el resultado se sigue. [

Podemos resumir el método de diferencias finitas para el problema (5.2.1) en la siguiente tabla:
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Teoria (continuo) Diferencias finitas (discreto)
Dominio Q = [0, 1] In = {0, xog, -5 1}
Desconocido u : [0,1] — R, u € C?(12) up = (u1,...,uy) € RN
Condiciones u(0) = «, u(l) = 3 uy = a, un+1 = 3
Ecuacion —u” + cu = f Uit —{—h;u] Yiml c(zj)uj = f(xj)

5.2.3 Esquema consistente

La formula utilizada en los esquemas numéricos proviene de una aproximaciéon de la ecuacién usando
una expansiéon de Taylor. La nocién de consistencia y precisiéon ayuda a comprender qué tan bien un
esquema numeérico aproxima una ecuacién. Introducimos una definicién formal de consistencia que
puede ser utilizada para cualquier ecuacion diferencial parcial definida en un dominio €2, y se denota
como:

(Lu)(xz) = f(x), paratodo z € Q,

donde L denota un operador diferencial. La notacion (Lu) indica que la ecuacion depende de u y de
sus derivadas en cualquier punto z. Un esquema numeérico puede escribirse, para cada indice j, en una
forma més abstracta como:

(Lpu)(z;) = f(x;), paratodoje{l,...,N}.
Por ejemplo, en el problema con condiciones de contorno (5.2.1), el operador L es:
(Lu)(z) = —u"(2) + c(2)u(z),
y el problema puede escribirse de la siguiente forma: encontrar u € C%(Q) tal que
(Lu)(z) = f(z), paratodo x € Q. (5.2.3)

Definimos el operador Lj por:

—u(@jt1) + 2u(z;) —u(z;j—1)
h?

y el problema discreto (5.2.2) se puede formular de la siguiente manera: encontrar u tal que

(Lnu)(xj) =

+ c(zj)u(z;), je{l,...,N},

(Lpu)(z;) = f(x;), paratodoje{l,...,N}.

Definicion 5.2.1 Un esquema de diferencias finitas se dice que es consistente con la ecuacion dife-
rencial parcial que representa, si para cualquier solucion suficientemente suave u de esta ecuacion, el
error de truncamiento del esquema, correspondiente al vector e, € RN cuyos componentes se definen
como:

(en); = (Lpu)(z;) — f(x;), para todo j € {1,...,N},

tiende uniformemente a cero con respecto a x cuando h tiende a cero, es decir, si:

I =0.
lim e oc
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Ademds, si existe una constante C > 0, independiente de u y de sus derivadas, tal que, para todo
h €]0, ho] (dado ho > 0) tenemos:
lenl| < CRP,

con p > 0, entonces se dice que el esquema es de orden de precision p (es preciso de orden p) para la
norma || - ||.

La definicién establece que el error de truncamiento se define aplicando el operador de diferencias
Ly a la solucién exacta u. Esto significa que un esquema consistente implica que la solucién exacta
casi resuelve el problema discreto.

Lemma 5.2.1 Supongamos que u € C*(Q). Entonces, el esquema numérico (5.2.2) es consistente y
preciso de sequndo orden en espacio para la norma || - ||oo-

Demostracién: Utilizando el hecho de que —u" 4 cu = f y suponiendo que u € C*(Q), tenemos

u(@jt1) — 2u(z)) + ulzj—1)

en(zj) = — 2 + c(zj)u(xj) — f(z)) (5.2.4)
2
= () + () + elag)ule;) — fla) (5.2.5)
h2
a0, (5.2.6)

donde cada & €]xj_1,xj41[. Asi, tenemos:

h2
lenlloe < 5 sup u@ (),
yeN

y el resultado se sigue. ]

Remark 5.2.1 Dado que la dimension del espacio N estd relacionada con h por la relacion h(N +1) =
1, tenemos:

lenlli = O(h), y llenllz = O(R¥/?).

El error de consistencia es un primer paso hacia el anélisis del error de convergencia del método. Sin
embargo, no es suficiente para analizar un esquema numérico.

Theorem 5.2.1 Supongamos que ¢ > 0 y que la solucion del problema D es de clase C4(Q). Entonces,
el esquema de diferencias finitas Dy, es de sequndo orden (de convergencia) para la norma ||+ |-
Ademds, si u y up son soluciones de (5.2.1) y (5.2.2), tenemos la siguiente estimacion:

2

h
lu = tnlloo < o= sup [u™® (2)].
96 e
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5.3 Esquemas de diferencias finitas para problemas dependientes del
tiempo

Consideremos un problema de contorno dependiente del tiempo, de primer orden, planteado en un
dominio acotado © =]0, 1[: encontrar u : [0,T] x Q — R tal que

a—u(t x) — V@(t x) = f(t,x), Vte€|0,T[, Yz €]0,1]

ot Ox2"” T Y Y

u(0,x) = up(z), vV €]0, 1], (5.3.1)
u(t,0) = u(t,1) =0, vt €]0,T7,

donde f(t,z) es un término fuente dado y v > 0. Esta ecuacion es la conocida ecuaciéon del calor que
describe la distribucién del calor en un dominio dado a lo largo del tiempo. Es la ecuacion diferencial
parcial parabolica prototipica. La funciéon u(-,-), solucién de esta ecuacion, describe la temperatura
en una ubicaciéon dada x en el tiempo. El andlisis de esta ecuaciéon fue pionero por el fisico francés J.
Fourier (1768-1830), quien invent6 métodos influyentes para resolver ecuaciones diferenciales parciales.

5.3.1 El problema continuo

Mostraremos que este problema tiene una dnica solucién suave que depende de manera continua de
los datos. La siguiente estimacién indica la continuidad, con respecto a los datos ug y f, de la solucion
U.

Lemma 5.3.1 Supongamos que ug € L*(Q) y f € L*(]0, T[xQ). Si u es una solucion suficientemente
suave del problema (5.3.1), entonces tenemos la estimacion:

sup [Ju(t, )22 < lluolle) + 1 fllz2qo,rx0)-
te[0,T]

Demostracion: Dado que la ecuacion es lineal, tenemos u = v 4+ w, donde v es solucion de:

@(t )_ @
ot Y T Va2

v(t,0) =v(t,1) =0, Vt€]0,T[, v(0,z)=up(z), Ve,

(t,z) =0, VzeQ, Vtelo,T],

y de manera similar, w es solucion de:

ow 0w
E(tvx) - Vﬁ(tvx) - f(t,$), Vo € Q7 vt G]O,T[,

w(t,0) =w(t,1)=0, Vte]o,T[, w(0,z)=0, Vel
Por lo tanto, podemos considerar estos dos problemas por separado para v y w. Con respecto al primer
problema, multiplicamos la ecuacion por v(x,t) e integramos con respecto a x €|0, 1. Aplicando la regla

de la cadena y la integracion por partes, y teniendo en cuenta las condiciones de contorno homogéneas,
obtenemos el siguiente resultado:

(] o) o (o)
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Dado que el sequndo término es positivo, deducimos:

vt €]0,T7, jt(/g v2(t,x)da:) <0

Ahora, integramos con respecto a la variable t €)0,s[, s € [0,T], y obtenemos:
Vs € [0, 7], [lv(s,)Z2(q) < lluollZ2(qy

Procedemos de manera similar para el término w, para obtener:

;jt( / w2<t,x>dx>+ i (ggg(t x>>2daz= [ ot

< f @)z llw(t, )l 2o
La desigualdad de Poincaré conduce a la estimacion:

ow
”w(t? )”L2(Q) < CP %(u )

)

L2(Q)

St e +v

y asi tenemos (observando que 2ab < a® + b?):

ow 2

L 16 oy + | ot -

N P ©
Por lo tanto, podemos concluir que:
d
(e, V) < 170 Mgy
Integramos en )0, s[ para s € [0,T] y teniendo en cuenta la condicion inicial w(x,0) = 0, obtenemos:

T
2
Vs € 0,77, [lws, )22 < /0 1£(s, Mzqyds < (1 2gorieen)’

y, combinando esta estimacion con la estimacion para v, el resultado sigue. [

Este resultado es importante ya que proporciona la unicidad de una solucién regular.

Corolario 5.3.1 Supongamos que ug € L*(Q) y f € L*(]0,T[xQ). Entonces, si el problema (5.3.1)
tiene una solucion reqular, esta solucion es unica.

Demostracion: Supongamos que uy(t,x) y ua(t,x) son dos soluciones requlares del problema (5.3.1).
Entonces, si demotamos su diferencia por u = u; — uz, obtenemos un problema similar al inicial pero
donde tanto los datos iniciales ug como el término fuente son cero:

ou 0%u .
E(t,x)—vw(t,m):o, V(t,z) € RY x Q,
u(0,2) =0, Vz €,

u(t,z) =0, V(t,x) € RY x 0Q.

Luego, usando la estimacion anterior para este problema, concluimos que

sup ||u(t, )| r2) <0,
te[0,7]

y por lo tanto u = uy — ue = 0, es decir, las soluciones requlares son tdénticas. ]
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5.3.2 Estimacién de la energia

Es comiin introducir la nocién de energia de la solucién u en el tiempo ¢ como:

1 1
B0 =2 [ 0(e2)de = Lutt. sy

Esta no es la energia fisica del sistema sino méas bien una herramienta matematica utilizada para
analizar el comportamiento de la solucion. Veremos que usando el Lema (5.3.1) y sin el término fuente
f, la energia es una funcién no creciente en el tiempo. Este resultado indica claramente que esta
energia esta controlada en cualquier instante ¢ por la energia en el instante inicial ¢t = 0, que es dada.
Esta importante propiedad de la ecuacién del calor debe ser preservada en la resolucién numérica del
problema.

Introducimos un resultado preliminar antes de proporcionar una estimacion de la energia.

Lemma 5.3.2 (Gronwall) Sean a, 8 dos nimeros reales y sea u una funcion real no negativa definida
en Ry tal que:

t
u(t) < « —i—ﬁ/ u(s)ds, teRy,
0
entonces u(t) < aexp(ft).

Demostracion: Definimos v(t) = a+ fg u(s)ds, t € Ry, de modo que v(t) > u(t) > 0. Derivando
y usando la regla de la cadena obtenemos que v'(t) = Bu(t) < pu(t), y por lo tanto

V() — Bu(t) <0, t>0.
Multiplicando por exp(—pt) e integrando entre 0 y t obtenemos:
t
/ exp(—Bs)v'(s) ds — Bv(s)ds <0,
0

y después de integrar por partes tenemos:

/ exp(—Bs)v'(s)ds = B/ exp(—pBs)v(s) ds + exp(—LFt)v(t) — v(0),
0 0

y finalmente el resultado sigue: v(t) < v(0) exp(ft) = aexp(fSt). ]

Lemma 5.3.3 (Estimacion de la energia) Supongamos que ug € L*(Q) y f € L*(]0,T[xQ). Si u es
una solucion del problema (5.3.1) suficientemente suave, entonces tenemos la siguiente estimacion:

/Qu2(t,x) dx < exp(t) (/ng(x) d:v—i—/ot/Qf2(s,a:) dxds).

Demostracion: Procedemos como antes, multiplicamos la ecuacion (5.3.1) por u e integramos con
respecto a la variable x y luego con respecto a t para obtener:

/Qu2(t,x)dx—/ng(x)dac—i-QV/Ot/Q (gi(s,x))2 dxds
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= Q/Ot/gf(s,x)u(s,x) dzds

t t
S/ /f2(37$)dmds+/ /uQ(s,x)dxds.
0 JQ 0 JQ
De aqui deducimos que:

/g)uQ(t,m)deAu%(m)dw—i—/f/ﬁﬂ(s,x)dxds—i—/Ot/QuQ(s,a:)dxds.

Ahora, invocamos el lema de Grénwall con

04—/ng(w)dx—i-/OT/QfQ(s,x)dxds, g =1,

para obtener:

/Quz(s,x) da < exp(t) (/ng(x) dac—i—/OT/QfQ(s,x) dmds), VT > 0,

y el resultado sigue. [

Las estimaciones dadas por los Lemas (5.3.1) y (5.2.3) son a menudo referidas como estimaciones
de estabilidad, ya que expresan que el tamano de la solucién puede estar acotado por el tamano de los
datos iniciales ug y f. Una consecuencia de estos resultados es que pequenas perturbaciones de orden
€ en los datos iniciales conducen a pequenas perturbaciones del mismo orden en la solucién.

Corolario 5.3.2 Supongamos que los datos iniciales ug y f son ligeramente perturbados y reemplazados
por nuevos datos ug . € L*(Q2) y fo € L*(]0,T[xQ) tales que:

luo —woellzzi) <6y If = fellz2qorxa) < €

Entonces, si uc(t,-) denota la nueva solucion del problema (5.3.1), tenemos la estimacion:

tS[%PT} Jult, ) —ue(t, )2 < lluo — uoellpz) + I1f = fell2qorix) < 26
€10,

Demostracion: Dado que el problema (5.3.1) es lineal, u — ue resuelve el problema para el término

fuente f — fec y los datos iniciales ug — ug . Es facil ver que para todo t € [0,T] tenemos:

Ju(t, ) —uc(t, )2 < lluo — uoellz2) + [1f = fellL2qo,rixa) < 26

y el resultado sigue. [

5.3.3 Un esquema explicito

Para discretizar el dominio [0, 7] x 2, introducimos puntos de malla equidistribuidos correspondientes
a un tamano de paso espacial h = 1/(N + 1) y a un paso temporal § = 1/(M + 1), donde M, N son
enteros positivos, y definimos los nodos de una malla regular:

(tn,z;) = (nd, jh), ne{0,...,M+1}, je{0,...,N+1}.
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n
J
exacta del problema (5.3.1). Los datos iniciales también deben ser discretizados como:

Denotamos !’ como el valor de una solucién aproximada en el punto (t,,x;) y u(t, ) como la soluciéon

u? ZUQ(J}j), Vj e {O,...,N-i—l}. (5.3-2>

Finalmente, las condiciones de contorno homogéneas se discretizan como:
uy =un,; =0, Vne{0,...,M+1}. (5.3.3)

El problema entonces consiste en encontrar, en cada paso temporal, un vector u;, € RY, tal que sus
componentes sean los valores {u] }1<j<n-

Introduciendo la aproximacion de la derivada espacial de segundo orden dada por la formula (5.1.1),
y considerando una aproximacién de diferencias progresivas para la derivada temporal:

O un—"_l —
i‘(tmxj) ~d T
ot 1)

obtenemos el siguiente esquema, junto con las condiciones iniciales (5.3.2) y las condiciones de contorno
(5.3.3), paran € {0,.... M} yj={1,...,N}:

L gn

(N Vo R
J J Vuj+1 2“3 + Uj—1
) h?

u

= fltn, ;). (5.3.4)

Este esquema se denomina explicito porque los valores {U?H}lgjg ~ en el tiempo ¢,41 se calculan
utilizando los valores del nivel de tiempo anterior ¢,. De hecho, este sistema puede escribirse en forma
vectorial como:

Un+1 —_pyn
— + AU =C", VYne{0,...,M},
donde la matriz Ay y el vector C™ se definen como:
2 -1 0 0
-1 2 -1 0
A, =210 -1 2 0
h = ﬁ
0 0 O 2
y
f(tlaxl)
" = :
f(tn7 xN)
y con los datos iniciales:
w0
1
vl=| :
uly

Para analizar el esquema numérico, introducimos una norma en R%:
1/p

N
lully = [ D hlulP |, V1<p< oo, (5.3.5)
j=1
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donde el caso limite corresponde a ||uloo = maxi<j<n |u;|. Notese que esta norma depende del tamafio
de paso h = 1/(N +1). A través del parametro de peso h, la norma ||ul|, es idéntica a la norma LP((2)
para funciones constantes por partes en cada intervalo [z, xj41] del dominio 2 = [0, 1].

Lemma 5.3.4 El esquema numérico (5.3.4) es consistente y de primer orden en el tiempo para la
norma || - e y de segundo orden en el espacio para la norma || - ||2.

Demostracién: Consideremos una funcion de clase C? en el tiempo y C* en el espacio u(t,z).
Escribimos:

n U(tnt1, i) — u(tn, xj) W(tn, Tj41) — 2u(tn, ;) + u(tn, xi—1)
eh(u)j = = : 5 : -V : h2 : / _f(tTHJ:J)

Si u es solucion de la ecuacion del calor, entonces tenemos:
n __
en(u)j = Aj —vBj,

donde definimos
W(tns1, x5) — u(tn,z;) Ou

u(tn, j11) — 2u(tn, x;) + u(tn, v;—1) O%u
B] = J h2 J J — @(tn,x])

Usando una expansion de Taylor respecto a la variable temporal (manteniendo x; fijo) obtenemos, para

T E]tnvtn+1[-'
ou 52 0%u
ultnt1,25) = ultn, 5) + 05 (tn, 25) + o 53 (1, 25),
y por lo tanto
§ 0%u
i = 552 (1),

y de manera similar para Bj obtenemos para & €lxj, xj11[ (Lema (5.1.1)):
o h? 9*u
712021

Obtenemos facilmente la consistencia y el orden de precision del esquema explicito a partir de estas

(tn, §)-

formulas. [

Corolario 5.3.3 Si la razén v5/h? = 1/6 se mantiene constante cuando § y h tienden a cero, entonces
el esquema explicito (5.3.4) es de sequndo orden en el tiempo y de cuarto orden en el espacio.

5.3.4 Otros esquemas

Cambiar la aproximaciéon de la derivada temporal por una diferencia hacia atras resultaria en el
siguiente esquema, implicito:

. U P S
P —u (] 2u]—|—u]_1

4 5 ! -V h2 :f(tnv'rj)u
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que requiere resolver un sistema de ecuaciones lineales para calcular los valores {u?}lg j<n en el tiempo
t,, utilizando los valores del nivel de tiempo anterior ¢,_1. El esquema puede escribirse en forma vectorial
€Omo:
U — Un—l
)

donde la matriz Ay, y los vectores C™ y U son idénticos a los correspondientes términos en el esquema

+ AU =C", Vne{l,...,M+1}, (5.3.6)

explicito (5.3.4). Sin embargo, calcular los valores u’ con respecto a los valores u?fl requiere encontrar
la inversa de la matriz tridiagonal Ap.

Proposicion 5.3.1 La matriz Ay, es definida positiva y, por lo tanto, es invertible.

Lemma 5.3.5 El esquema numérico (5.3.6) es consistente y de primer orden en el tiempo para la
norma || - ||eo y de seqgundo orden en el espacio para la norma || - ||2.

Demostracion: Se deja esta demostracion como ejercicio. H

Utilizando una combinacién convexa de los esquemas explicito e implicito, definimos, para0 < 0 < 1,
el llamado esquema 6:

- —1 -1 —1
—u; —GVU?H —2uj +u B (1_9)Vu?+1 —2uiT uyTy
) h? h?

- ef(tnawj) + (1 - e)f(tn_l,l'j),

que da el esquema explicito (resp. implicito) si @ = 0 (resp. § = 1). Notese que este esquema es implicito

para 0 # 0. Para el valor § = 1/2, el esquema se llama esquema de Crank-Nicholson.

Todos estos esquemas son esquemas de multiples niveles (aqui de dos niveles), ya que involucran
dos indices temporales u” y u"~!, de modo que la matriz del sistema es tridiagonal, es decir, tiene
elementos no nulos solo en la diagonal y en las posiciones inmediatamente a la izquierda y a la derecha
de la diagonal. Aqui hay algunos otros ejemplos de esquemas de multiples niveles:

Esquema de Richardson:

n+l _  n—1 n _ n n
L L = Sl sl S WP
20 h? e
Esquema de DuFort-Frankel:
n+1 n—1 n+1 n n n—1
uj = Uy —i—yujH —uj+1—uj_1+uj_1 —f(t ac)
26 h? e
Esquema de Gear:
n+l n n—1 n+l n+1 n+1
3u; du + u; _VujJrl 2u; ™ 4 u — Fltz).
26 h? e

Podemos entonces considerar una forma mas general para estos sistemas:
BlUn+l + BlflUnJrlil 4t B[)Un 4t B_mUnfm — an

paran > m, l,m >0, l+m > 1, By invertible y U°, ..., U™~ dados. Dicho esquema involucra [ +m
niveles. Si la matriz B; es diagonal, el esquema es explicito, e implicito de otro modo.
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5.3.5 Estabilidad y analisis de Fourier

En términos generales, la inestabilidad consiste en la apariciéon de oscilaciones no acotadas en la
soluciéon numérica.

Definicion 5.3.1 Un esquema de diferencias finitas se dice que es estable para la norma || - ||, definida
por (5.3.5), si existen dos constantes C; > 0 y Coy > 0, independientes de h y §, tales que cuando h y
0 tienden a cero:

[u*lp < Crlld®llp + Coll fllp, Y 20,

independientemente de los datos iniciales u® y del término fuente f.

Remark 5.3.1 Supongamos que f € L*°(]0,T[xQ) y que consideramos la norma || - ||, en RN . Enton-
ces, la estimacion anterior de estabilidad es exactamente el andlogo discreto de la estimacion propor-
cionada por el Lema (5.3.1) (con C1 =1 y Cy = /T).

Remark 5.3.2 Dado que todas las normas son equivalentes en RN, podria parecer tentador concluir
que la estabilidad con respecto a una norma implica estabilidad con respecto a todas las demds normas.
Desafortunadamente, esto no es cierto porque, en la definicion, el limite es uniforme con respecto a h,
pero las normas || - ||, dependen de h.

5.4 Implementaciéon en Python

En lo que sigue se consideran las siguientes aproximaciones de las derivadas,

o Ui—1 = 2u; + Uiy

u//(xi) ~ o ’
Ujr] — Ui
u(z;) ~ %, (diferencia centrada)
Uj—1 — U;
u(z;) ~ %, (diferencia atrasada)
Uj — Uj
u'(x;) = — . i (diferencia adelantada)
donde h = Jl{,;fl el paso en x, x; = a+ih (discretizacion del intervalo [a, b]) parai=1,..., N, a menos

que se diga explicitamente otra cosa. Si necesita ver como se obtienen las aproximaciones anteriores
vea Philippe G. Ciarlet, Introduction to numerical linear algebra and optimisation.

5.4.1 Aplicacién a una EDO

Ejemplo 1: Considere el problema x?u”(z) + 4zu'(x) + 2u(z) = 2In(x) + 3, con condiciones de
contorno u(1) = 0, u(2) = 1/4 + In(2), considerando h € {0.1,0.01,0.001,0.0001}. La solucién exacta
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es u(r) =271 — 272 + In(x).

Una aproximacién del problema a través del método de diferencias finitas viene dado por,

?
—(wim1 — 2u; + uip1) + 4%

h
uo = 0,un4+1 = 1/4+In(2),

8

Uip1 — Ui—1) + 2u; = fi, ,
(i+1 1) i =i para i € {1,..., N},
el cual puede ser reescrito de la siguiente manera

(27 = 2hai)ui—1 + (2h = 207 )i + (2 + 2ha)uipr = B2,

para i € {1,...,N}.
ug = O,UN_H = 1/4—|—ln(2),

Antes de continuar notemos lo siguiente

-Sii=1
(22 — 2ha1)ug +(2h — 222)uy + (22 + 2ha)ug = K2 f)
—_————
ug=0
-Sil<i<N
(x? — 2hay)ui_1 + (2h — 20 u; + (22 + 2ha)uiy1 = h2 f;
-Sii=N

(23 — 2hzn)un—_1 + (2h — 223 )un + (3 + 2ha N )un1 = K2 f;

= (2% — 2han)un—1 + (2h — 223 ) un = K2 f; — (2% + 2han)ung:.
De esta manera el método de diferencias finitas induce el siguiente sistema de ecuaciones
Aup, = by,

donde uj, € RN con u; una aproximacién de u(z;), Ap, € My (R) y by, € RN como sigue

75

(5.4.1)

(5.4.2)

[ 2h% — 227 a3 + 2hay 0
w3 — 2hxe 2h? — 223 2%+ 2hay 0
Ay = 0 ’
. : 0
0 . . x% | —2hxn_1) (2h —22% ) (2%, +2hzNn_1)
I 0 :c?v—thN 2h2—2$?\/ i

h?fi
h fo

I h2fN — (m%\f + Qh‘l‘N)(l/ll + 111(2)) i
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donde f; = f(z;) = 2In(z;) + 3. La soluciéon del sistema de ecuaciones lineales (5.4.2) entrega la

siguiente solucién numeérica al problema planteado.

0.36

0.35}| — Solucion Ezacta J

0.30
1.2

00 1.205 1.210 1.220
0

1.

0.

0.

Figura 5.1: Solucién numérica del problema a) con paso h = 0.1 y h = 0.01.

0.3

0.35}| — Solucion Exacta ]

Zo03
03

0.3

0.30

1.200 1.205 1.210 1.220
1.0

u(z)

Figura 5.2: Soluciéon

Solucion Ezacta vs Solucion Aproximada.

+—+ Solucion Aprozimada

8 i

2 i

1.0 12 14 1.6 18 2.0

z (paso h=0.1.)

6

Solucion Ezxacta vs Solucion Aproximada.

+—+  Solucion Aprorimada

3 4

2 4

1 4

1.0 1.2 1.4 16 1.8 2.0
 (paso h=0.001.)

0.36

Solucion Exacta vs Solucion Aprorimada.

0.30
1.2

+—+  Solucion Aprorimada
—  Solucion Ezacta J

1.0

00 1.205 1.210 1.220

0.8

0.6

u(z)

0.4

0.2

.0 1.2 14 1.6 18 2.0

x (paso h=0.01.)

0.36
0.35
0.34

;E 0.33
0.32
0.31

0.30

Solucion Exacta vs Solucion Aprorimada.

+—+  Solucion Aprorimada
—  Solucion Ezacta ]

0.8

0.6

u(z)

0.4

0.2

1.200 1.205 1.210 1.220
1.0

1.0 1.2 14 1.6 18 2.0

 (paso h=0.0001.)

numérica del problema a) con paso h = 0.001 y A = 0.0001.
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La informacién relativa a errores de aproximacion, tasas de convergencia, nimero de condicién en

las diferentes normas (|| - [|1, || - ||2, || - ||oc) 1O se analizaran en este momento.

=]

Figura 5.3: Ver un cédigo basico Aqui.

5.4.2 Aplicaciéon a una EDP

Ejemplo 2: Considere la ecuacién del calor
ur(x,t) =ugz(z,t) 0<z <1, tel0,0.5]

1
u(x,0) =sen (gx) + §sen(27r:v), 0<z<1,

7r2t

u(0,t) =0,u(1,t) =e 7, te][0,0.5]

.y _ 2 A2 . .
cuya soluciéon exacta es u(z,t) = e ™ t/4sen(%x) + e 4™ sen(2mz). Usaremos el método de di-

ferencias finitas para resolver el problema planteado, para esto consideremos Ax = 0.05 y At €
{0.05,0.005, 0.0005}.

Consideremos el paso h = , N € N para la variable espacial x y At para el paso en la variable

1
N+1
tiempo t. Si denotamos u}' ~ u(ih, nAt) la aproximacion de la solucién exacta en (ih, nAt), podemos
aproximar las derivadas en tiempo y espacio como lo hemos hecho anteriormente, es decir

o%u u? ;. — 2u” + ul
v 'h, At ~ i—1 [ i+1
0z2 (ih, nAt) h?
y
—
P At
%(ih, nAt) ~ o
ul —uy 1
At

De la eleccion de la aproximacion para u(ih, nAt) se obtiene un método explicito (primera opcion)
o implicito (segunda opcion) segiin sea nuestra eleccion. Aqui obtendremos un método explicito.

Bajo estas elecciones una version discreta del problema dado a través del método de diferencias finitas

es la siguiente

n+1 n n n n
w; T — Ul ur = 2ul +ul
i g o i—1 7 i+1
At = 52 , 1< < N, n>0
ud = ug(ih), 1<i<N
—nm2nAt

ug =0, Uy =€ 4


https://colab.research.google.com/gist/vosores/401fbf67cc72eb082572ca625d554db8/diff_finite_1.ipynb
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En busca expresar el sistema resultante en forma matricial definimos A = %, luego notemos que

i) Sii=1
T =l (=20 4 uf) +

i) Sil<i<N

3

n+l _ . n n n
wg ™ =+ Aupy — 2w+ ugty)

~

i) Sii=N

ntl _ n n n n
un" = uly + Muy g — 2uy) + Aup g,

De lo anterior, vemos que el método de diferencias finitas induce el siguiente esquema numérico

u" = (I + AA)u"™ + ", (5.4.3)

donde u™ = (u?)¥; € RY con u? una aproximaciéon de u(ih,nAt), A € My(R) y v™ como sigue

-2 1 0 0
1 -2 1 0 0
A, — 0 0 | o
0 L0
0 1 -2 1
i 0 1 _2_N><N u?]zv+1 N

Aqui A representa el niimero de Courant. Podemos notar la importancia de que A satisfaga A < 0.5, de
no ocurrir el método numeérico no es estable como podemos ver en la figura (5.4a) y (5.4b). Cuando el
niumero de Courant satisface A < 0.5 la solucién numérica es de buena calidad como se puede apreciar
en la figura (5.4c) y (5.4d). Como antes, la tasa de convergencia del método no se analizard en esta
instancia.
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x10"® x 10
25
*  uaproximada T ﬁ *  uaproximada
z o =
] 4 | I 1
[ ; PO
‘ 1EA : AN
05 [l | M A A A R A
o A M
\ |
\[ 1] S ARV
. ' s AV
b : UYL
- | " \ i [
\ Loyl
-2 | 5 1 -
25 . . . . . . | .
0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
(a) t=10.5s, A =20 (b) t =0.5s, A =2
0.35 T T = 0.35 T T
0.25 0.25
0.2 0.2
0.15 0.15
0.1 0.1
0.05 0.05
0 0.2 0.4 0.6 08 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(c) t=10.55, A =0.2 (d) t = 0.55, A = 0.02

Figura 5.4: Solucién exacta vs solucién aproximada.

=]
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Figura 5.5: Ver un cédigo basico Aqui.

5.5 Voluamenes finitos

5.6

Elementos Finitos


https://colab.research.google.com/gist/vosores/cad945a9e933b3e2c804cc9fd67a949c/diff_finite_2.ipynb

