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Prefacio

Este libro es el resultado de una exhaustiva investigaciéon y recopilaciéon de recursos disponibles
en la red. A lo largo de su proceso de escritura, he consultado una variedad de fuentes en linea,
desde documentos académicos hasta tutoriales y ejemplos practicos. Quiero enfatizar que la base de
conocimiento en la que se sustenta este libro es el resultado de la generosidad de la comunidad en linea
y de aquellos que han compartido su experiencia y conocimientos libremente.

Agradezco profundamente a todas las personas que han contribuido a la creacion de este apunte a
través de su valiosa informacién disponible en la red. Sin su generosidad y el espiritu colaborativo de
la era digital, este documento no habria sido posible.

Es importante destacar que, a lo largo del libro, se citaran y referenciaran las fuentes relevantes de
manera apropiada. Mi objetivo es proporcionar a los lectores una compilaciéon coherente y ttil de
informacién sobre ecuaciones diferenciales ordinarias, al tiempo que se reconoce y respeta el trabajo
de quienes la han compartido en linea.

Introduccion

En un mundo lleno de fenémenos cambiantes y sistemas dindmicos, las ecuaciones diferenciales se
erigen como un lenguaje universal para entender y modelar el flujo del tiempo y el cambio en todas
sus manifestaciones. Desde la fisica y la ingenieria hasta la biologia y la economia, las ecuaciones
diferenciales se encuentran en el corazén de innumerables areas del conocimiento.

Este libro es un testimonio de la omnipresencia y la importancia de las ecuaciones diferenciales en
nuestra comprensién del mundo que nos rodea. Aqui, exploraremos esta rama fundamental de las
matematicas desde sus origenes hasta sus aplicaciones mas vanguardistas en la actualidad. Aprove-
charemos la riqueza de recursos disponibles en la era digital, combinando la sabiduria acumulada a lo
largo de los siglos con los avances més recientes en la teoria y la practica.

A través de estas paginas, te invitamos a adentrarte en el fascinante mundo de las ecuaciones diferen-
ciales. Comenzaremos por establecer las bases tedricas, explorando conceptos clave como las derivadas,
los métodos de resolucion y las soluciones exactas y aproximadas a través de un método numérico. A
medida que avancemos, nos adentraremos en una amplia variedad de aplicaciones con ejemplos con-
cretos que demuestran céomo las ecuaciones diferenciales pueden revelar los secretos de los sistemas

naturales y artificiales que nos rodean.

A lo largo de este viaje matemético, encontraras ejercicios desafiantes, ejemplos practicos y visualiza-
ciones que te ayudaran a comprender y aplicar este poderoso conjunto de herramientas. Ya seas un
estudiante que se inicia en las ecuaciones diferenciales, un profesional que busca ampliar su conoci-
miento o simplemente alguien curioso por descubrir cémo las mateméticas dan forma a nuestro mundo,

este libro tiene algo valioso que ofrecer.

Asi que, sin més preambulos, jcomencemos nuestro viaje a través del fascinante mundo de las ecuaciones
diferenciales!
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Preliminares
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1.1 CAlculo diferencial

Teorema 1.1 (Teorema de Bolzano-Weierstrass en R)
Sean [a,b] un intervalo cerrado y acotado y f : [a,b] — R continua tal que f(a) y f(b) tienen signos
contrarios, entonces existe ¢ € [a,b] tal que f(c) =0.

Dem: Sin pérdida de generalidad supongamos que f(a) < 0y f(b) > 0. Escojamos ¢ € (a,b) y de esto
se tienen tres casos:

1. f(e) <0 y nos restringimos al intervalo [a1,b1] con ay = c y by = b.

2. f(c) =0 en este caso concluye la demostracion.

3. f(e) > 0 y nos restringimos al intervalo [a1,b1] con a; =a y by = c.

Para los casos 1. y 8. consideremos intervalos [an,by] C [an—1,bp—1] C ... C [a,b] tal que f(a,) <0
y f(by) > 0. Escojamos para cada intervalo un ¢ que es punto medio y asi cada intervalo es la mitad
del anterior. De esta forma, b, — ap = I’Q_—n“ y para n — oo se tendrd que a, — b, — 0 y limy, 00 ay, =
limy,— o0 by, -

Sea ¢ = limy,_,00 ap, por ser f continua
flo)=f ( lfm an) — lim f(an)
n—0o0 n—0o0

como f(an) <0 tenemos que lim,_ f(a,) < 0.
Andlogamente si tomamos

)= (Yim be) = Jim 7o)

como f(by) <0 tenemos que limy,_oo f(an) > 0. Se concluye entonces que f(c) = 0.

Teorema 1.2 (Teorema del valor intermedio en R)
Sean [a,b] un intervalo cerrado y acotado y f : [a,b] — R continua. Si f(a) # f(b), entonces dado
ke (f(a), f(b)) existe c € (a,b) tal que f(c) = k.

Dem: Sin pérdida de generalidad supongamos que f(a) < f(b). Definamos g(x) = f(x) —k y entonces
g(a) = f(a)—k <0 yg(b) = f(b)—k > 0. De acuerdo al teorema 1.1 existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = k.

Teorema 1.3 Sean [a,b] un intervalo cerrado y acotado y f : [a,b] — R continua y diferenciable en
(a,b). Si f tiene un mdzimo (o minimo) en al menos un punto ¢ € (a,b), entonces f'(c) = 0.

Dem: Haremos la demostracion para el caso de mdximos. La demostracion para el caso de un minimo
es andloga y queda de tarea.
Si f tiene al menos un mdzrimo en ¢ entonces

fle+h) < f(c) Vh tal que ¢+ h € [a,b]
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De esta forma, f(c+ h) — f(c) <0.
Tomando h > 0 se tiene que

<0= f(c)<0 (*)

fle+h) = f(e)
h

Tomando h < 0 se tiene que

f(c+h2f(c)20:>f/(c)20 (¥%)

De (*) y (**) se concluye que f'(c) = 0.

Teorema 1.4 (Teorema de Rolle en R)
Sean [a,b] cerrado y acotado y f : [a,b] — R continua y diferenciable. Si f(a) = f(b), entonces existe
al menos un ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Dem: Tenemos tres casos posibles:

1. Si f(c) < f(a) para algin c € (a,b). Entonces, existe ¢ € (a,b) donde f alcanza su valor minimo.
De acuerdo al teorema 1.3 f'(¢) = 0.

2. Si f(a) = f(c) Ve € (a,b). Entonces, por ser f constante, su derivada es nula en (a,b) y se
cumple el teorema.

3. Si f(c) > f(a) para algin ¢ € (a,b). Entonces, existe ¢ € (a,b) donde f alcanza su valor mdzimo.
De acuerdo al teorema 1.8 f'(¢) = 0.

La interpretacion geométrica del teorema de Rolle es la siguiente: Si una funcién continua y derivable
cruza dos veces una recta paralela al eje x, entonces existe entre los dos cruces consecutivos un punto

donde la tangente al grafico de la funciéon es paralela al eje x.

f(x)
f’(l‘O) =
o !

Figura 1.1: Teorema de Rolle.

Teorema 1.5 (Teorema del valor medio en R)
Sean [a,b] un intervalo cerrado y acotado y f : [a,b] — R continua y derivable en (a,b). Entonces,
existe un punto ¢ € (a,b) tal que
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Dem: Definamos

—a
se tiene que g es continua en [a,b] y derivable en (a,b).
Observemos que g(a) = f(a) y g(b) = f(a) lo que implica g(a) = g(b), por lo tanto podemos aplicar el
teorema 1.4. Entonces, eziste ¢ € (a,b) tal que ¢'(z) =0 y se tendrd que

CRRIUES (0

La interpretacion geométrica del teorema del valor medio es la siguiente: Si trazamos una secante
que une dos puntos de una funcién continua y derivable, entonces existe un punto donde la tangente
al grafico de la funcién y la secante ya definida son paralelas.

f(z)

o
Figura 1.2: Teorema del valor medio.

Teorema 1.6 (Primer teorema fundamental del célculo)
Sean f :[a,b] = R continua y z € [a,b], entonces la funcion F definida por

F(x) = /j f(z)dx
a,b

es derivable en (a,b) y ademds F'(x) = f(x) en (a,b).

Dem: Sea c € (a,b). Debemos demostrar que el limite

F(e) = }Lli% F(c+ h})b — F(c)

existe y vale f(c). Notemos que
c+h c c+h
F(c+h)—F(c) :/ f(x)dx—/ f(x)dx:/ f(x)dx
Consideremos por separado los casos h >0 y h < 0:

1. Sea h > 0: Como f es continua en [c,c+ h], se tiene que existen valores a1 y by en [c,c+ h] tales
que

flar) < fle) < f(br) Vo €le,c+h



1.1. Calculo diferencial 6

Integrando en [c,c + h]

flan)h < F(c+h) — F(c) < f(b1)h
flar) < Flet h})l —Fle) < f(b1)
Si h — 07 entonces a1 — ¢ y by — c. Como f es continua f(a1) — f(c) y f(b1) — f(c).

Entonces,

= f(¢) ()

2. Sea h < 0: Como f es continua en [c+ h, c|, se tiene que existen valores ag y ba en [c+ h, c] tales
que

flaz) < f(e) < f(b2)  Vax €lc+h, (]
Integrando en [c + h,c|

flag)(=h) < =(F(c+h) = F(¢)) < f(b2)(=h)

flag) < . < f(b2)
Si h — 0~ entonces ag — ¢ y ba — ¢. Como f es continua, f(az) = f(c) y f(b2) — f(c).
FEntonces,
lim F(ec+h)—F(c) (o) (*)

h—0~ h
De (*) y (**) se obtiene
lfm F(ec+h)—F(c) — lim F(c+h)—F(c)
h—0— h h—0+ h

Teorema 1.7 (Segundo teorema fundamental del calculo)
Sea f : [a,b] — R integrable. Si existe una funcion F : [a,b] — R continua y derivable tal que
F'(z) = f(z) en (a,b), entonces

b
| #@do = P) - Fla)

Dem: Sea P = {xg,...,zn} una particion cualquiera del intervalo [a,b], entonces en cada intervalo
[zi—1, %] la funcion F(x) cumple las hipdtesis del teorema del valor medio (teorema 1.5), es decir

F(x;) — F(zi—1) = F'(¢)(xi — zi-1)
Como F'(z) = f(z) Vx € [a,b], entonces F'(c) = f(¢) y ademds
mi(f) (i — xim1) < fle)(wi — zim1) < Mi(f) (@ — 2i-1)
mi(f)(xi — wi—1) < F(2;) — F(2io1) < Mi(f) (25 — wi-1)

Aplicando Y7 (-) se obtiene
s(f, P) < F(b) — F(a) < 5(f, P)

Como f es integrable en [a,b]

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a)
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1.2  Calculo integral

1.2.1 Integral Indefinida

Definiciéon 1.1 Si F(x) es una primitiva de f(z), entonces a su antiderivada general F(x)+ C se le
denota por

/f(:c)dm =F(x)+C. (1.2.1)

Observacion: La integral indefinida es la “operacion inversa” de la derivacion. Asi, si F'(x) = f(x),
tenemos que

L % [/f(g;)dx] — f(a).

2 / [d(sz))} de = Fz) + C.

Ejercicio 1.1 Verifique la igualdad

/mQ sen(z)dr = —x? cos(x) 4+ 2z sen(z) + 2 cos(z) + C.

Algunas primitivas basicas

A continuacién se presentan algunas primitivas basicas. Como ejercicio al lector queda mostrar que
se cumple cada una de las siguientes igualdades.

1. /admza:z:%—C, VYa € R.

[\V)

zn—o—l
. /x"dx:n+1+0, neR—{-1}.

1
3. [ —dz=In|z|+C.
x
4. [ e¥dx =€+ C.
aCE
a’dr = ——+C, a#1l,a>0.
In(a)

sen(x)dx = — cos(x) 4+ C.

cos(z)dx = sen(z) + C.

— Y — — —
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8. /secz(:c)da: = tan(x) + C
9. /cosecQ(x)du = —cotan(x) + C
10. /sec(a:) tan(z)dx = sec(z) + C
11. /cosec(x) cotan(x)dx = — cosec(x) + C.
! A
12. mdm = Arctan(z) + C

13 dx = Arcsen(z) + C.

1
. / V1—2x?
Propiedad 1.1 FEl opemdor/ es un operador lineal, es decir
/(f(x) +g(z))dx = /f(a;)d:c:l:/g(ﬂs)da:, Yy /af(a:)dx = oz/f(:z)daz7 Vo € R.

Ejercicio 1.2 Calcule la siguiente integral indefinida.

/ [secax) (1 + tg;) _ ﬂ%z i 51] iz,

Condiciones iniciales.

Si bien, como hemos visto, una funcién tiene infinitas primitivas, si ademéas se conoce algin punto
en el plano, entonces la primitiva estarad completamente definida. Considere la igualdad

y—/(3x2—1)dac—x3—a:+0

, para valores especificos de C' cada primitiva corresponderéd a una soluciéon de la ecuaciéon diferencial
ordinaria (EDO)

= =322 - 1.

dx

Si conocemos un punto de la curva buscada, obtenemos solo una de las primitivas. A este punto en el
plano se le denomina condicién inicial.

1.2.2 Técnicas de integracion

Cambio de variable.

Sea f(u) una funcion y F(u) una de sus primitivas. Entonces:

u=p(x) = Fu)=Flp)]=G(x)
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Luego, aplicando la regla de la cadena obtenemos
G'(z) = F'lp(2)l¢ (2),

asi

[ fle@le' @i = 6la) + € = Flo(a)] + €.

Observacion: El resultado anterior muestra que podemos utilizar una variable que nos permita vi-

sualizar la primitiva si reconocemos la integral como si tuviera la forma | flo(z)]¢’ (x)dx, obteniendo
/f[@(fﬂ)]wl(fv)dx = /f(u)du = Flp(@)] + C = F(u) + C.

Ejercicio 1.3

Arctan(z)

T2 dx, utilizando integracion por sustitucion o cambio de va-
x

1. Obtenga la primitiva de /

riable,
u = Arctan(z).

2. Calcule las siguientes integrales indefinidas
a) /1026322d2. d) /cot(a)da.
b) /xde e) /sec3(9)tan(9)d9
V14223 '
c) /tan(&)d& f) /Csc(x)dzn.

3. Calcule la primitiva general de la funcion f(x) = sec(x). Utilice el siguiente arreglo algebraico

/sec(m)dm _ / sec(z)[sec(x) + tan(x)]d%

sec(z) + tan(z)

luego use la siguiente sustitucion,

u = sec(x) + tan(x).

Integraciéon por partes

Sea u(x)v(x) el producto de dos funciones en la variable z, entonces las reglas de diferenciacion de

funciones nos dicen que

d(u(z)v(z)) = v(x)du + u(zx)dv,

equivalentemente

u(x)dv = d(u(z)v(z)) — v(z)du.
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Integrando la igualdad anterior obtenemos

La igualdad anterior se conoce como método de integracién por partes.

Ejercicio 1.4

1. Complete el desarrollo que permite calcular /2xe3xd:c.

Sol: Integrando por partes, se tiene

uw=2x, dv=

du = , U=

/2.7}63366[1‘ = /udv = uv — /vdu

Luego

2. Calcular

/m2 sen(2x)dx,
usando integracion por partes.

3. Determine la primitiva general de f(t) = e'sen(t).

4. Calcule las siguientes integrales

a) /uf;ydaa
b) /an(x)da:.

c) /(23:—1—5) (x2+5x+7)41n(a:2+5a:+7) dx.

d) / In(z)da.

Integracion de funciones trigonométricas

Las siguientes identidades permiten transformar productos de senos y cosenos en sumas. Si en la
funcién a integrar aparecen razones trigonométricas de angulos distintos, un primer paso consiste en
pasarlas todas al mismo angulo. En este caso, las ecuaciones que relacionan los productos de razones
trigonométricas de angulos distintos con sumas de razones trigonométricas son:
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(sen(a + ) + sen(a — B)).

N[ =

1. sen(a) cos(B) =
(cos(av — B) — cos(a + B)).

N[

2. sen(a)sen(f) =

3. cos(a) cos(B) = 3(cos(a + B) + cos(a — B3)).

Ejercicio 1.5 1. Obtenga la antiderivada de [ sen(3z) cos(2z)dz.

2. Determine la primitiva general de
a) /cos(5:z:) cos(2z)dzx.
b) /sen(—4x) sen(bx)dx.

Si en las integrales aparecen productos de potencias de seno y coseno, es decir de la forma
/senm(x) cos"(x)dz,
debe considerar las siguientes dos situaciones.

a) Sim y n son pares, utilizaremos las siguientes identidades:

1-— 2 1 2
sen2(a) = C(;S( a), cos2(a) = 1+ cosea) C(;S( @)

b) Si m o n son impares, utilizaremos la identidad

sen?(a) + cos?(a) = 1.

Ejercicio 1.6 1. Determine las siguientes integrales indefinidas.
a) /seng(x)dx.
b) /sen3(a:) cos®(z)dz.

Integrales de productos de potencias de tan, sec, cot y csc. Para las integrales de la forma
/tanm(x) sec"(x)dx, o /cotm(x) csc”(z)dz,

se usan las identidades

tan®(a) + 1 = sec?(a), 1+ cot?(a) = csc?(a).
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Ejercicio 1.7 1. Para determinar la primitiva de la funcion f(z) = sec®(z), primero se descompone

de la siguiente manera.

I= /sec3(fv)dx = /sec(x) sec?(x)dz.
Luego resolvemos mediante integracion por parte

u=sec(x), dv=

du = v =

Continue...

Andlogamente se determina la primitiva de la funcion f(x) = sec’®(x).

2. Determine la integral indefinida de

/ (sec4(9) + tan3(9)) de.

Integracién por sustituciéon trigonométricas
Use sustitucién trigonométrica para integrar funciones que dependen, por ejemplo, de los radicales:
v a? — 22 o bien V22 — a2 o bien \/x2 + a?.

La siguiente tabla muestra la sustitucién sugerida:

Expresion | Sustitucion Resultado

Va2 — 22 | z =asen(t) | Va2 — 22 = acos(t)
2 —a? | x = asec(t) 2% — a? = atan(t)

Va2 +a? | x =atan(t) | Va2 + a? = asec(t)

En estas situaciones ¢ toma valores en el dominio de la funcién trigonométrica inversa correspon-

diente.

3

x
Ejercicio 1.8 1. Use sustitucion trigonométrica para calcular / —dx.
V1— 22

2. C’alcule/\/ 922 + 4dx.

Ojo! Antes de usar sustitucion trigonométrica a veces es mejor hacer

3. Calcule / dr )
V(O —1x)2-16

un cambio de variables primero.

4. Determine la primitiva general de

a) f(u) =a® —u?.
3/2

b) g(x) = (4% — 24 4+ 27)7".
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Integraciéon de funciones racionales

Para integrar funciones racionales usaremos la descomposiciéon en suma de fracciones parciales.

N

Definiciéon 1.2 Sean p(z) y d(z) € P,(R), d(x) # 0, llamaremos fraccién racional al cuociente: %.

~

Llamaremos fraccién propia a la fraccion racional % cuando gr(p(z)) < gr(d(x)).

Observacion: Si gr(p(x)) > gr(d(x)), se debe hacer un proceso de division antes de descomponer la
funcion racional. Esto permite escribir
p(x) r(z) r(z)

) =q(x) + d(z)’ donde gr(r(z)) < gr(d(x)) y la fraccion @) es una fraccion propia.

p(x)
d(z)’

Teorema 1.8 [Descomposicion en suma de fracciones parciales| Cualquier fraccion propia

con p(z),d(x) € Pp(R) se puede descomponer en suma de fracciones parciales como sigue:

1. Si d(x) tiene un factor lineal de la forma ax + b (no repetido), entonces la descomposicion en
fracciones parciales tiene un término de la forma

A

, donde A es constante.
axr +b

2. Sid(z) tiene un factor lineal de la forma ax + b, repetido k veces, es decir (ax + b)*, entonces la
descomposicion en fracciones parciales contiene los términos
A A A A
e e T
ar+b (ar+0b)?2  (ax+b)3 (ax + b)k

A;i=1,2,...,k son constantes

3. Sid(x) tiene un factor cuadrdtico irreducible de la forma ax® +bx + ¢ (no repetido), entonces la
descomposicion en fracciones parciales contiene un término de la forma

Ar+ B

——— A y B son constantes.
ax? +bx+c’ y

4. Sid(x) tiene un factor cuadrdtico irreducible de la forma ax®+ bx + ¢, repetido k veces, es decir,
(cm;2 + bx + c)k, entonces la descomposicion en fracciones parciales contiene los términos
Az + By Asx + By " Asx + Bs T A + By,
ar? +br+c  (az?+bx+c)®  (ax?+ bz +c)® (az? 4 bz + ¢)*

A; y Bj,i=1,2,...,k son constantes.

Ejercicio 1.9

1. Use descomposicion en suma de fracciones parciales para calcular

x+1
/(a;2+x—2)(x—2)d""
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Ind:
" r+1 A B c

C—D@+2)@-2) o-1 z+2 z-2

Antes de integrar debe determinar las constantes A, B y C.

2?7
2. Calcul dx.
acue/x3+x2+4x+4 v

Integraciéon de funciones racionales trigonométricas

Sustitucion Universal: Si la funcién integrando es una funcién racional que contiene sélo funciones

trigonométricas en la variable x, utilizaremos la siguiente sustitucién universal

1+ 22’
luego

2
B x T\ 9 (T g(xy _1—2z
cos(z) = cos <§+§)_c0s (5)—Sen <§)_1+z2’

(2) <x+x) 0 (m) <x> 2z

sen(r) = sen | — — | =2sen|—)cos|(—) =
2 2 2 2 14 22

Ejercicio 1.10

1. Calcule

/ dx
2 + 2sen(z) + cos(x)

Ind: Use sustitucion universal, luego

‘ (x) (2) 2z () 1—22 d 2dz
z=tan (= sen(r) = ——, cos(x)=— r=——.
2/’ 1+ 2% 1+ 2% 1+ 22
o . ‘ . dx
2. Calcule la siguiente integrale indefinida | ———.
5sec(z) — 3

Integracion de fracciones con radicales

El caso en que las funciones irracionales incluyan solamente a monomios en la variable x, donde las
raices que aparecen poseen indices distintos, basta realizar el cambio de variable z = t¥ donde N es

el minimo comtn multiplo de los indices y, por tanto, dx = NtN~1dt

Ejercicio 1.11

1
1. C'alcule/da?.
Va2(1+ /7)



1.3. Ejercicios

L+Va+ Va?
2. Calcule /W dzr

v+ 2
3. Calcule
T+ 2+ \/ $+2

1
4. Calcule/de

1.3 Ejercicios

1. Dada la funcion y = f(z) tal que,

f(x) = 32% — 2.

Determine f(z) sabiendo que f'(—=1) =0y f(1) =

2. Determine las siguientes integrales indefinidas:

a) /tan3(az) sec?(z)dz.

) |
) / («® — 7) sen(x)dz

d>/sen(f§+1.

) / 423 + 522 + 32+ 5
(22422 +5) (22 + 1)?

15



CAPITULO 2

Ecuaciones diferenciales de primer orden

2.1 Fundamentos de Ecuaciones Diferenciales

2.1.1 Conceptos basicos

Definicion 2.1 (Ecuacion diferencial)
» Una ecuacién diferencial es una ecuacion que involucra derivadas o diferenciales de una o varias
variables.

= 51 la ecuacion sélo involucra derivadas respecto a una unica variable independiente, diremos que

es ordinaria. En otro caso, que es parcial.

= Si la ecuacion involucra derivadas de orden n, pero no de orden mds alto, diremos que la propia

ecuacion es de orden n.

Definicion 2.2 (Orden) El orden de una ecuacioén diferencial (ya sea EDO o EDP) es el orden de la
mayor derivada en la ecuacion.

Simbolicamente podemos expresar una ecuacion diferencial ordinaria de m-ésimo orden con una

variable dependiente por la forma general

F<x,y,y’,...,y(”)) =0, (2.1.1)
donde F' es una funcién con valores reales de n + 2 variables: z,y,1/, . ..,y™. La ecuacion diferencial
d"y

T =1 (xvy,y’,---,y("‘”) :

donde f es una funcién continua con valores reales, se conoce como la forma normal de la ecuacién

EDO de orden n. Asi que para nuestros propositos, usaremos las formas normales cuando sea adecuado

dy d2y
=@y vy 5= f(zy,9).

16
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Definiciéon 2.3 (EDO lineal) Se dice que una ecuacion diferencial de n-ésimo orden es lineal si F
es lineal en y,1/, ... ,y(”). Esto significa que una EDO de n-ésimo orden es lineal cuando la ecuacion
(2.1.1) es de la forma an(2)y™ + an_1(2)y"™ Y + - +ay (@)Y +ao(z)y —g(x) =0 o0

dr n—1

d
+ an—l(l’)Fn_gi +---+ al(x)i/ + ao(z)y = g(z).

dz
Las EDO lineales de primer orden (n = 1) y de sequndo orden (n =2) :

an(2) dx™

&y

T (@)t ag(aly = g(a).

al(w)@ +ao(r)y =g(x) y aa) I

Una ecuacion diferencial ordinaria no lineal es simplemente una que no es lineal.

Observacion: 1. La variable dependiente y y todas sus deriadas y',y", ..., y™ son de primer grado.

2. Los coeficientes de ag,ar,...,an dey,y,...,y"™ dependen de la variable independiente .

Ejemplo 2.1 Clasifica la siguiente ecuacion diferencial enunciando su orden; sus variables dependien-
tes e independientes; si es ordinaria o parcial y si es lineal o no lineal:

22y + xy + (m2 — n2) y=20 (2.1.2)

Sol:

1. Orden 2.

2. wvariable dependiente: y.
3. wvariable independiente: x.
4. ED ordinaria.

5. EDO lineal

Ejemplo 2.2 Clasifica la siguiente ecuacion diferencial enunciando su orden; sus variables dependien-
tes e independientes; si es ordinaria o parcial y si es lineal o no lineal:

dx 9 9
— + 2.1.3

Sol:

1. Orden 1.
2. variable dependiente: x.

3. wariable independiente: y.

4. ED ordinaria.
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5. EDO no lineal.

Ejemplo 2.3 Clasifica la siguiente ecuacion diferencial enunciando su orden; sus variables dependien-
tes e independientes; si es ordinaria o parcial y si es lineal o no lineal:

dy 1

== 2.14
dr 22 + o2 ( )

Sol:

1. Orden 1.
2. wvariable dependiente: y.

3. wvariable independiente: x.
4. ED ordinaria.

5. EDO no lineal.

Ejemplo 2.4 Clasifica la siguiente ecuacion diferencial enunciando su orden; sus variables dependien-
tes e independientes; si es ordinaria o parcial y si es lineal o no lineal:

d*u\®
(dt;‘> +ut=1 (2.1.5)

Sol:

1. Orden 2.

2. wvariable dependiente: u.
3. wariable independiente: t.
4. ED ordinaria.

5. EDO no lineal.

Ejemplo 2.5 Clasifica la siguiente ecuacion diferencial enunciando su orden; sus variables dependien-
tes e independientes; si es ordinaria o parcial y si es lineal o no lineal:

Py _ 0y

57 =27 (2.1.6)

Sol:

1. Orden 2.

2. wvariable dependiente: Y .
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3. wariables independientes: x,t.
4. ED parcial.

5. EDO lineal.
Ejemplo 2.6 Clasifica la siguiente ecuacion diferencial enunciando su orden; sus variables dependien-
tes e independientes; si es ordinaria o parcial y si es lineal o no lineal:
(2 + 2y%) dz + (32° — 4y*) dy = 0 (2.1.7)
Sol:

1. Orden 1.

2. wvariable dependiente: y (depende).
3. wariable independiente: x.

4. ED ordinaria.

5. EDO no lineal.

Ejemplo 2.7 Clasifica la siguiente ecuacion diferencial enunciando su orden; sus variables dependien-
tes e independientes; si es ordinaria o parcial y si es lineal o no lineal:

d3y dy 3
3% J o _x
e +x <dm> 5y = e (2.1.8)
Sol:
1. Orden 3.

2. wvariable dependiente: y.

3. wvariable independiente: x.
4. ED ordinaria.

5. EDO no lineal.

Definicién 2.4 Una constante arbitraria es un valor que es independiente de las variables involucradas
en la ecuacion.

Observacion: Generalmente las denotaremos con las primeras letras del alfabeto:

A,B,C,Cl,CQ,... (219)
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Ejemplo 2.8 En la funcion
y=2>+cz+cs (2.1.10)

los sitmbolos c1,co representan constantes arbitrarias.

—4x+B

Ejemplo 2.9 La relacion y = Ae se puede reescribir como y = Ce™**. Por lo que sdlo involucra

una constante arbitraria.

Observacion: Siempre reduciremos las ecuaciones al nimero minimo de constantes arbitrarias, a las
que llamaremos esenciales.

Definiciéon 2.5 De manera general, una solucion general de orden n tiene n pardmetros (constantes
arbitrarias esenciales) y por tanto, geométricamente representa una familia de curvas n—paramétrica.

De manera reciproca, una relacion con n constantes arbitrarias (también llamada primitiva) tiene
asociada una ecuacion diferencial de orden n (de la cual es solucion general), llamada la ecuacién
diferencial de la familia.

Definiciéon 2.6 (Solucién de una ecuacion diferencial)

= Se denomina una solucién de la ecuacién diferencial en el intervalo a cualquier funcion ¢, definida
en un intervalo I y que tiene al menos n dertwadas continuas en I, las cuales cuando se sustituyen
en una ecuacion diferencial ordinaria de n-ésimo orden reducen la ecuacion a una identidad.

= Una solucién general de una ecuacion diferencial de orden n es aquella que involucra n constantes
arbitrarias esenciales.

= Una solucién particular es aquella que se obtiene de una general, sustituyendo valores especificos
en las constantes arbitrarias.

= Una solucion singular es una aquella que no se puede obtener de la solucidn general sdlo especi-
ficando valores para las constantes arbitrarias.

Ejemplo 2.10 La ecuacion diferencial ordinaria dy/dz = zy/? tiene por solucion general la familia
de soluciones uniparamétrica y = (%x2 +c)2 en (—00,00). y = %x‘l yy = 0 son soluciones de la
ecuacion diferencial. Cuando ¢ = 0, la solucion particular resultante es y = %x‘l. Pero observe que la
solucion trivial y = 0 es una solucion singular, ya que no es un miembro de la familia y = (%:{J2 + 0)2

porque no hay manera de asignarle un valor a la constante ¢ para obtener y = 0.

Observacion: No podemos pensar en la solucion de una EDO sin pensar simultdneamente en un
intervalo. FEl intervalo I en la definicion también se conoce con otros nombres, como son intervalo
de definicion, intervalo de existencia, intervalo de wvalidez o dominio de la solucion y puede ser un
intervalo abierto (a,b), un intervalo cerrado [a,b], un intervalo infinito (a,+00), etcétera.
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Ejercicio 2.1

1. Demuestra que y = x° + c1x + c2 es una solucion general de y" = 2 en el intervalo (—oo, +00).

2. Verifica que y = x> — 3z + 2 es una solucion particular de y" = 2 en el intervalo (—oo, +00).

3. Muestre que la solucion general de y = xy’ — y'? es y = cx — 2.

2
.. . X ., .
Observacion: Sin embargo, y = T es una solucion que no se puede obtener sustituyendo c.

Por tanto, es una solucion singular.

Definicién 2.7 (Solucién implicita de una EDO) Se dice que una relacion G(z,y) = 0 es una
solucion implicita de una ecuacion diferencial ordinaria (4) en un intervalo I, suponiendo que existe
al menos una funcion ¢ que satisface la relacion asi como la ecuacion diferencial en I.

Si la solucién implicita G(z,y) = 0 es simple, podemos ser capaces de despejar a y en términos de
x y obtener una o mas soluciones explicitas.

Ejemplo 2.11 Compruebe que la relacion x> + y*> = 25 es una solucion implicita de la ecuacion

diferencial
d
7 (2.1.11)
dx Y
en el intervalo abierto (—5,5).
Sol: Derivando implicitamente obtenemos
d d dy
2 2
S 2= 25 22 + 2y-2 = 0.
dz” * dz” dx ? v Yz
Resolviendo la tiltima ecuacion para dy/dx se obtiene (2.1.11). Ademds, resolviendo x? + y> = 25

para y en términos de x se obtiene y = /25 —x%. Las dos funciones y = ¢1(x) = V25— 22 y
y = ¢o(x) = —V/25 — 22 satisfacen la relacion (que es, % + ¢? = 25 ) y 2 + ¢2 = 25 ) y son las
soluciones explicitas definidas en el intervalo (—5,5).

Observacién: Cualquier relacion del tipo x> +y?> — ¢ = 0 es formalmente satisfactoria (2.1.11) para
cualquier constante c. Sin embargo, se sobrentiende que la relacion siempre tendrd sentido en el sistema
de los nimeros reales; asi, por ejemplo, si ¢ = —25, no podemos decir que x> + y*> +25 = 0 es una
solucion implicita de la ecuacion.

Familia de soluciones El estudio de ecuaciones diferenciales es similar al del calculo integral. En al-
gunos libros, a una solucién ¢ ese le llama a veces integral de la ecuacién y a su grafica se le llama
curva integral. Cuando obtenemos una antiderivada o una integral indefinida en célculo, usamos una
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sola constante ¢ de integraciéon. De modo similar, cuando resolvemos una ecuacion diferencial de pri-
mer orden F (z,y,y') = 0, normalmente obtenemos una solucién que contiene una sola constante
arbitraria o parametro c. Una solucién que contiene una constante arbitraria representa un conjunto
G(z,y,c) = 0 de soluciones llamado familia de soluciones uniparamétrica. Cuando resolvemos una ecua-
cion diferencial de orden n, F’ (x, vy, ... ,y(”)) = 0, buscamos una familia de soluciones n-paramétrica
G (z,y,c1,c2,...,c,) = 0. Esto significa que una sola ecuacion diferencial puede tener un mimero in-
finito de soluciones que corresponden a un ntmero ilimitado de elecciones de los parametros. Una
soluciéon de una ecuacion diferencial que estd libre de la eleccion de parametros se llama solucién
particular, como se ha enunciado anteriormente.

Ejemplo 2.12 (Solucién particular)

a) La familia uniparamétrica y = cx — xcosx es una solucion explicita de la ecuacion lineal de
primer orden

zy —y =a’senx

en el intervalo (—oo,00) (compruebelo). La solucion y = —x cosx, es una solucion particular corres-
pondiente a la eleccion ¢ = 0.

b) La familia de soluciones de dos pardmetros y = ci1e® + coxe® es una solucion explicita de la
ecuacion lineal de sequndo orden

y' =2y +y=0

Algunas soluciones particulares particulares son: y = bxe® (¢ = 0,c2 =5),y = 3e” (c1 =3,c2=0) y
y = 5e® — 2zxe” (¢1 = 5, co = —2), respectivamente.

Ejemplo 2.13 Verifica si la funcion dada es una solucion de la ecuacion diferencial; y en ese caso,
determina si la solucion es general.

/
_ —0
{y vty (2.1.12)

y=Ce ™" +zx—-1
Sol:

1.y =—-Ce ™ +1
2. —z+y=(—-Ce®+1)—z+(Ce+2—-1)=0
3. C es su unico pardmetro.

4. Por tanto y es solucion general.

Ejemplo 2.14 Verifica si la relacion indicada es una solucion de la ecuacion diferencial; y en ese caso,
determina si la solucion es general.

dy  2zy

dr — 3y% — 2 (2.1.13)
aly -y’ =c
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Sol:

1. Derwando implicitamente obtenemos
22y 4+ 2zy — 3y%y’ =0 (2.1.14)

2. Despejando 1y’ obtenemos

/ 2xy

V=35 (2.1.15)

— X

3. Como c es el unico parametro, y es una solucion general.

Ejemplo 2.15 Verifica si la familia de funciones dada es una solucion de la ecuacion diferencial; y en
ese caso, determina si la solucion es general.

d21 dl
TL Lo 31— _ 4si
o +2 =3 cos(t) — 4sin(t) (2.1.16)
I =cret + coe™3! +sin(t)
Sol:
dl
1. = cre! — 3coe™3 4 cos(t)
2
o= crel + 9cpe™3 —sin(t)
3.
(exe +eae™ —sin0)) +2 (! —eae™ 4 con(t) =3 (ene’ +exe™ sn®)

= 2cos(t) — 4sin(t)

4. Como c1,co son pardmetros, entonces I es una solucion general.

Ejemplo 2.16 Verifica si la familia de funciones dada es una solucion de la ecuacion diferencial; y en
ese caso, determina si la solucion es general.

z3 @ 2 = 2vd—v
de?) 7 dx (2.1.18)
v = CCE2

Sol:
d
1. éz%x
2
2 dv = 2¢c
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3. Sustituimos en el lado izquierdo
23 (2¢)? = 4c%a? (2.1.19)
4. Sustituimos en el lado derecho
2 (ca?) (2cx) = 4c*z? (2.1.20)

5. Entonces v es solucion, pero como la ecuacion es de grado 2 y c es el unico pardmetro, no es
general.

2.1.2 Problemas con valores iniciales

Con frecuencia nos interesan problemas en los que buscamos una soluciéon y(z) de una ecuacion
diferencial en la que que y(x) satisface condiciones prescritas, es decir, condiciones impuestas sobre
una y(z) desconocida o sus derivadas. En algun intervalo I que contiene a z el problema de resolver
una ecuacién diferencial de n-ésimo orden sujeto a las n condiciones que lo acompanan especificadas

en ro:
d™y
Resolver: —= = (:U, T (”*1)>
qon — BV (2.1.21)
Sujeto a:  y (z0) = 0,y (x0) = v1,-. .,y (20) = yn1
donde yo, y1,--.,Yn—1 son constantes reales arbitrarias dadas, se llama problema con valores iniciales

(PVI) de n-ésimo orden. Los valores de y(z) y de sus primeras n — 1 derivadas en un solo punto x,
y(z0) = yo, ¥ (z0) = y1,...,y" V) (29) = yp_1, se llaman condiciones iniciales (CI).

Resolver un problema de valor inicial de n-ésimo orden implica encontrar primero una familia n-
paramétrica de soluciones de la ecuacién diferencial dada y luego usar las condiciones iniciales en xg
para determinar las n constantes en esta familia. La solucién particular resultante estd definida en
algin intervalo I que contiene el primer punto xg.

Interpretacion geométrica de los PVI

Los casos paran =1y n = 2 vienen dados por,

dy
Resolver: =
esolver: = = f(z,y) (2.1.22)

Sujeto a:  y (x0) = Yo

2
Y= f(x,0.9)

dz?

Sujeto a:  y (z0) = yo.¥ (zo) = 11

Resolver:
(2.1.23)

son problemas con valores iniciales de primer y segundo orden, respectivamente. Para la ecuacion
(2.1.22) estamos buscando una solucion y(x) de la ecuacion diferencial ¥’ = f(x,y) en un intervalo
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I que contenga a g, de forma que su grafica pase por el punto dado (xg,y0). En la figura 2.1-(a) se
muestra en azul una curva solucion.

soluciones de la ED

Y4 /

A

soluciones de la ED

m=y,

|
| (x0s Yo) :
|

(a) y(z0) = o

Figura 2.1: Solucién del PVI de primer y segundo orden, respectivamente.

=Y

I 1 {

(b) y(zo) =wo y ¥'(x0) =1

Para la ecuacion (2.1.23) queremos determinar una solucion y(z) de la ecuacion diferencial y” =

f(z,y,y’) en un intervalo I que contenga a z( de tal manera que su grafica no solo pase por el punto

dado (zg,%0), sino que también la pendiente a la curva en ese punto sea el ntimero y;. En la figura

2.1-(b) se muestra en azul una curva solucion. Las palabras condiciones iniciales surgen de los sistemas

fisicos donde la variable independiente es el tiempo ¢ y donde y (tg) = yo v ¥’ (to) = y1 representan la

posicion y la velocidad respectivamente de un objeto al comienzo o al tiempo inicial %g.

Ejemplo 2.17 Determine la solucion particular de la ecuacion diferencial del problema 2.1.16, tal que

satisface las condiciones

Sol:

. I(t) = cre! + coe™3 +sin(t)

L J0)=c1+c2=2

. I'(t) = cret — 3eae ™3 + cos(t)
. I'0)=c1 —3ca+1=-5

. ¢c1 —3cyg =—6

.61:0,62:1

Por lo tanto, I(t) = 2e~3 + sin(¢)
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Ejemplo 2.18 Mostrar que la solucion de problema de valor inicial

{Q”(t) +4Q'(t) +20Q(t) = 16e7* ¢t >0 (2.1.24)

Q(0) =2,Q(0)=0

es

Q(t) = e " (1 + sin(4t) 4 cos(4t))

Sol: Note que Q(0) =2,Q'(0) =0 y ademds

Q'(t) = e " (4 cos(4t) — 4sin(4t)) — 2~ (1 + sin(4t) + cos(4t))
= e %" (2 cos(4t) — 6sin(4t) — 2)

Q" (t) = e " (—8sin(4t) — 24 cos(4t)) — 2e% (2 cos(4t) — 6sin(4t) — 2)
= e 2" (4sin(4t) — 28 cos(4t) + 4)

Finalmente,

Q"(t) +4Q'(t) +20Q(t) =e ™% (4sin(4t) — 28 cos(4t) + 4)
+ 4e% (2 cos(4t) — 6sin(4t) — 2)
+ 20e72t (1 4 sin(4t) + cos(4t))
=16e" %

Ejemplo 2.19 Muestre que una familia uniparamétrica de soluciones de la ecuacion diferencial de
primer orden y' +2xy?> =0 esy = 1/ (x2 + c). Note que si se establece la condicion inicial y(0) = —1,
entonces al sustituir x = 0 yy = —1 en la familia de soluciones, se obtiene c = —1. Asiy =1/ (m2 — 1).

Ahora enfatizamos en las siguientes tres diferencias:

» Considerada como una funcion, el dominio dey = 1/ (1:2 — 1) es el conjunto de todos los nimeros
reales x para los cuales y(x) estd definida, excepto en x = —1 y en x = 1.

» Considerada como una solucion de la ecuacion diferencial y' + 2xy? = 0, el intervalo I de defi-
nicion dey =1/ (1'2 — 1) podria tomarse como cualquier intervalo en el cual y(x) estd definida
y es derivable. Como se puede ver en la figura (2.2)-(a), los intervalos mds largos en los que
y=1/ (ac2 - 1) es una solucion son (—oo,—1),(=1,1) y (1,400).

» Considerada como una solucion del problema con valores iniciales y' + 2xy? = 0,y(0) = —1, el
intervalo I de definicion de y = 1/ (:c2 — 1) podria ser cualquier intervalo en el cual y(x) estd
definida, es derivable y contiene al punto inicial x = 0; el intervalo mds largo para el cual esto
es vdlido es (—1,1). Vea la curva roja en la figura (2.2)-(b).
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\ | | I
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| 1 | | |
| 1 | 4 |
| | | |
(a) funcion definida para toda z ex-  (b) solucion definida en el intervalo
cepto en z = £1 que contiene z =0

Figura 2.2: Funcién y y Soluciéon del PVI.

Ejercicio 2.2 Sabiendo que x(t) = c; cos4t+casen(4t) es una familia de soluciones de dos pardmetros
de la EDO 2" + 16x = 0. Determine una solucion del problema con valores iniciales

2 +162 =0, = (%) =-2, 2 (%) =1

Ejemplo 2.20 Determine grdficamente una relacion entre la solucion general

y=cx — ¢

2
.. . x .. . .
y la solucion singular y = vy de la ecuacion diferencial

y=ay —y°.

Figura 2.3: La parabola es la envolvente de la familia de lineas rectas.

La envolvente de una familia de curvas

G($’ y? C) = 0’
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si es que existe, puede encontrarse resolviendo simultaneamente las ecuaciones

0.G(x,y,c) =0
Gle,y, <) (2.1.25)
G(z,y,¢) =0
Sol:
1. Calculamos la derivada parcial 0.G(x,y,c) = —x + 2c
2. Resolvemos el sistema de ecuaciones (2.1.25)
—x+2c=0
Yy —cr + =0
3. y obtenemos la solucion paramética
r=2c,y=c (2.1.26)
4. La solucion se puede reescribir como
2
x
= —. 2.1.27
y= ( )

Ver Figura 2.3.

Ejemplo 2.21 1. Trace la grdifica de varios miembros de la familia uniparamétrica
{y = cx2’ ceE R}

2. Obtenga la ecuacion diferencial de esta familia

Sol: Inciso (a)

Figura 2.4: Familia uniparamétrica y = cz?

Inciso (b)
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1. y=cax® =y = 3ca?, luego ¢ = % Introduciendo en la primera igualdad obtenemos
x

Y 3 €T

3
Finalmente la EDO buscada viene dada por ¢y = Y
x

Ejemplo 2.22 Encuentre una ecuacion diferencial para la familia biparamétrica de conicas

az® +by* =1 (2.1.28)

Sol:

Supongamos que b # 0.
1. 2ax + 2byy’ =0

—but/
2. a= vy
T

/
3. (_byy) 2?2 +by? =1
x

4. —bxyy' +by? =1

5. =b (zyy” + 2y +yy') + 2byy’ =0

6. xyy” +zy? —yy =0

1,4
Tﬁx
y la condicion inicial y(0) = 0, por lo que el problema

Ejemplo 2.23 (Un PVI puede tener varias soluciones) Cada una de las funcionesy =0 yy =
satisface la ecuacion diferencial dy/dx = zyl/?
con wvalores iniciales

dy 1/2

- 0)=0
7y =Y y(0)

tiene al menos dos soluciones y = x*/16 y y = 0 y ambas pasan por el punto (0,0).

Dentro de los limites de seguridad de un curso formal de ecuaciones diferenciales uno puede confiar en
que la mayoria de las ecuaciones diferenciales tendran soluciones y que las soluciones de los problemas
con valores iniciales probablemente seran tnicas. Sin embargo, en la vida real no es asi. Por lo tanto,
antes de tratar de resolver un problema con valores iniciales es deseable saber si existe una solucién vy,
cuando asi sea, si ésta es la tnica solucién del problema.

Teorema 2.1 (Existencia de una solucion tnica) Pensemos en R como una region rectangular en el
plano xy definida por a < x < b,c <y < d que contiene al punto (xo,yo) en su interior. Si f(x,y) y
Of /0y son continuas en R, entonces existe algin intervalo Iy : (xg — h,xo + h), h > 0, contenido en
[a,b], y una funcion dnica y(x), definida en Iy, que es una solucion del problema con valores iniciales
(2.1.22).
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Ejemplo 2.24 La E.D.O dy/dx = zy'/? tiene al menos dos soluciones cuyas grificas pasan por el
punto (0,0). Analizando las funciones

of =

aiy - 2y1/2

vemos que son continuas en la mitad superior del plano definido pory > 0. Por tanto el teorema (2.1)

fla,y) =xy'? gy

nos permite concluir que a través de cualquier punto (xo,yo),yo > 0 en la mitad superior del plano
existe algun intervalo centrado en xg en el cual la ecuacion diferencial dada tiene una solucion unica.

Asi, por ejemplo, atn sin resolverla, sabemos que existe algun intervalo centrado en 2 en el cual el
problema con valores iniciales dy/dx = a:yl/z,y(Q) =1 tiene una solucion unica.

Ejemplo 2.25 (Crecimiento de la poblacion) Las ecuaciones diferenciales se pueden utilizar para
describir o modelar muchos sistemas fisicos diferentes. Aqui se supone que un modelo de crecimiento
de poblacion de una pequeria comunidad estd dado por el problema de valor inicial

dP

i 0.15P(t) +20, P(0) = 100,
donde P es el nimero de personas en la comunidad y el tiempo t se mide en anos. ;Qué tan rdpido,
es decir, con qué razon estd aumentando la poblacion en t = 0 ¢ ;Qué tan rdpido estd creciendo la

poblacion cuando la poblacion es de 5007

2.2 Ejemplos de modelado

Antes de adentrarnos en el estudio riguroso de las ecuaciones diferenciales presentamos algunos ejem-
plos que muestran como éstas aparecen naturalmente al plantear ciertos problemas fisicos y quimicos.
En todos los casos comenzaremos describiendo matematicamente el sistema que estamos analizando,
esto es, creando un modelo, que después podremos resolver utilizando técnicas que veremos en los

sucesivos capitulos.

2.2.1 Desintegracion de sustancias radiactivas

Nos interesa hallar la masa de un cierto elemento radiactivo en un tiempo ¢, para ello denotamos

por z(t) la masa en funcion del tiempo; naturalmente, esta sera la incognita de nuestra ecuacion.

La clave que nos permite modelar este fendmeno es que la probabilidad de desintegracion A de un
4tomo es la misma para todos los 4&tomos de la muestra, independientemente de la masa del material.
Nos centramos en la tasa de crecimiento (o decrecimiento) media, esto es, la tasa de cambio relativa a

la cantidad de masa presente:

Az x(t+ At) — x(t)
TAt z(t) At

donde la ultima igualdad se deduce de lo dicho anteriormente. Tomando el limite cuando At — 0, nos

~ =\ A>0,

queda 2'(t)/z(t) = —\ para todo t. Esto nos da una ecuacion diferencial lineal de primer orden (con

coeficientes constantes).
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FEn este caso, x es una masa, por lo que no puede ser negativa, por tanto
ft,x) = -z
con f:Q—=RyQ=Rx(0,+00).
Esta ecuacion diferencial es resoluble, para ello tomamos primitivas en

= N = log(z) = -M+c = z=ceM=Fe M

con lo que nos queda x = ke~*. Llamamos a esta familia de funciones solucién general de la ecuacion,
y nos da todo el conjunto de soluciones variando k. En particular, el conjunto de soluciones es un
subespacio vectorial de dimensién uno del espacio vectorial C*(R), que tiene dimensién infinita.

2.2.2 Movimiento armoénico simple

Vemos ahora un ejemplo de modelado mas complicado, el movimiento del péndulo. Queremos hallar
el 4ngulo del péndulo en un momento determinado, para ello nombramos las magnitudes relevantes.
Llamaremos 6 al angulo que forma la cuerda con la vertical, m a la masa puntual colgante y [ a la
longitud de la cuerda.

Figura 2.5: Fuerzas que actian sobre un péndulo

Recordamos que, por la segunda ley de Newton, F' = ma, donde a es la aceleracién. Tenemos

entonces que la fuerza que produce la aceleracién tangencial es
—mgsinf = F = ma =m - 16"

por tanto

9 = —%sin@

puesto que @ aparece dentro del seno, esta ecuacién es no lineal y de orden 2, ya que aparece la derivada
segunda de . En este caso f(t,0,0') = —9sinf y Q =R x (—m,7) x R.
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Si 0 es suficientemente proximo a 0 podemos aproximar sinf a # con lo que tenemos la ecuacién

lineal de segundo orden
9 =g
l
Esta es la ecuacién del movimiento armoénico simple. Su solucién general, que, recordamos, es el
conjunto de todas las soluciones, es

0(t) = Cy sinwt 4+ Cy cos wt

donde w? = g/I, como demostraremos mas adelante.

Se aprecia que este conjunto de soluciones forma un espacio vectorial de dimensién 2; de hecho,
demostraremos que, en general, el conjunto de soluciones de una ecuaciéon lineal de orden n es un
espacio vectorial, o afin si la ecuacién no es homogénea, de dimensiéon n.

2.3 Problema de valor inicial (PVI)

Fn los ejemplos anteriores hemos obtenido soluciones generales para los problemas propuestos, pero si
conocemos el valor de x y sus derivadas en un tiempo determinado la solucién de la ecuacion diferencial
estd univocamente determinada, como demostraremos. A este problema se lo conoce como problema
de valor inicial.

Definiciéon 2.8 (Problema de valor inicial) Un problema de valor inicial es una ecuacion diferencial
2™ = ft,x, o, ... ,x(”_l)),
jJunto al valor que toman la funcion incignita y sus derivadas en un tiempo determinado tg

.CC(t()) = Zo, x/(to) =T, ... , x(nil)(t[)) = Tpn_1.

Definicion 2.9 (Condicién inicial) Llamaremos condicién inicial al valor de x y sus derivadas en
un tiempo determinado to en un problema de valor inicial.

2.3.1 Datacién por radiocarbono

Veremos un ejemplo muy importante de modelado que da lugar a un problema de valor inicial.
Resolver este problema en este caso particular nos dard un método para datar un objeto conociendo
solo la cantidad de carbono presente en el mismo.

Existen diversos isétopos del carbono, entre ellos el carbono-12, el cual es estable, y el carbono-14,
el is6topo radiactivo mas comun. El carbono-14, al ser radiactivo deberfa desintegrarse y disminuir su
concentraciéon en la atmosfera, pero debido a los rayos césmicos que constantemente alcanzan la tierra
la proporcién entre estos dos isdtopos se mantiene estable en la atmosfera. A través de la fotosintesis
estos is6topos radiactivos pasan a formar parte de las plantas y después, mediante la cadena alimenticia,
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del resto de seres vivos. Cuando un ser vivo muere, la cantidad de carbono-12 contenida en el mismo se
mantiene constante, mientras que la de carbono-14 disminuye hasta hacerse 0, a un ritmo que depende
de su tasa de desintegracion A ~ log2/5730.

Con esto, analizando la proporcion entre carbono-12 y 14 en material organico (madera, hueso, etc.)
y comparandolo con una muestra viva es posible determinar la edad del resto. La creacién de este
método de dataciéon valié al quimico estadounidense Willard Libby el premio Nobel de quimica en
1960. Veamos algunos ejemplos concretos de como se puede aplicar esta técnica.

Ejemplo 2.26 Si la cantidad de carbono-14 en un microorganismo es de 107 gramos ;Qué cantidad
habra 3000 anios después?

Sol: Se entiende que el ciclo de vida del organismo es despreciable respecto a la edad que debemos
datar. Por lo visto arriba sabemos que ' = —Az. A tiempo 0, cuando el organismo muere, el valor
de z es £(0) = 1075, Se trata de un problema de valor inicial, que tendremos que resolver para poder
encontrar x(3000).

Empezamos resolviendo la ecuacién diferencial

z(t) = ke N = ke_%t,

6

por lo que hemos visto antes & = z(0) = 107° con lo que, sin més que sustituir,

z(t) = 10-6¢~550°,

Podemos obtener ahora el resultado pedido x(3000) = 6,95 - 10~7 gramos.

Normalmente no sabemos la cantidad total de carbono presente en un organismo antes de su muerte,
ni el tiempo transcurrido desde entonces. Veamos ahora un ejemplo més cercano a la realidad.

Ejemplo 2.27 En una excavacion en Nippur, Babilonia, en 1950 el carbon vegetal de la viga de un techo
dio 4,09 desintegraciones por minuto y gramo, mientras que la madera viva da 6,68 desintegraciones,
también por minuto y gramo. Nos preguntamos en qué ano se construyo el edificio.

Sol: Llamaremos R(t) a la tasa de desintegracion total
R(t) = Az(t) = Az (0)e M,

donde z(0) es la cantidad de carbono-14 en el trozo de madera cuando fue cortada y ¢ el tiempo
transcurrido desde que se corta el drbol hasta 1950. Buscamos entonces el ano de construcciéon, para

ello observamos que R(0) = Az(0), de donde el cociente % = ¢~ no depende de la cantidad de
carbono-14 presente en el organismo vivo xg. Sustituyendo los datos y despejando
4,09  R(t) _log2,
= — = 57300 =—> t = 4055,
6,68 R(0) ©

medido en anos. Asi, concluimos que el edificio se construyé en el 2105 a.C.
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2.4 Campos direccionales

Vimos que si f(x,y) y 0f/0y satisfacen algunas condiciones de continuidad, se pueden responder
preguntas cualitativas acerca de la existencia y unicidad de las soluciones. En esta seccién veremos otras
preguntas cualitativas acerca de las propiedades de las soluciones: ;Como se comporta una soluciéon
cerca de un punto dado? ;Cémo se comporta una soluciéon cuando x — +oo 7 Con frecuencia se pueden
responder cuando la funcién f depende s6lo de la variable y.

Una derivada dy/dz de una funciéon derivable y = y(z) da las pendientes de las rectas tangentes en
puntos de su gréafica.

Pendiente Debido a que una soluciéon y = y(z) de una ecuaciéon diferencial de primer orden

dy

27— fr
es necesariamente una funcion derivable en su intervalo de definicién I, debe también ser continua en
I. Por lo tanto, la curva solucién correspondiente en I no tiene cortes y debe tener una recta tangente
en cada punto (z,y(z)).

Definicion 2.10 Considere la E.D.O

dy

= = f(a,y). (2.4.1)

La funcion f en la forma normal (2.4.1) se llama funcién pendiente o funcién razén.

La pendiente de la recta tangente en (x,y(z)) en una curva solucion es el valor de la primera derivada
dy/dx en este punto y sabemos de la ecuacion (2.4.1) que es el valor de la funcion pendiente f(x,y(z)).
Ahora supongamos que (z,y) representa cualquier punto de una region del plano zy en la que esta
definida la funcién f.

Ejemplo 2.28 Por ejemplo, considere la ecuacion dy/dx = 0.2xy, donde f(x,y) = 0.2zy. En donde
consideramos al punto (2,3), la pendiente de un elemento lineal es f(2,3) = 0.2(2)(3) = 1.2.
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: curva
pendiente = 1.2 o
4 solucion

T (2,3) T (2,3)

X X

(a) elemento lineal en un punto. (b) el elemento lineal es tangente a
la curva solucién que pasa por el
punto.

Figura 2.6: El elemento lineal es tangente a la curva soluciéon en (2, 3).

Campo direccional Si evaluamos sistematicamente a f en una cuadricula rectangular de puntos en el
plano zy y se dibuja un elemento lineal en cada punto (x,y) de la cuadricula con pendiente f(z,y),
entonces al conjunto de todos estos elementos lineales se le llama campo direccional o campo de
pendientes de la ecuacion diferencial dy/dx = f(z,y). Una sola curva soluciéon que pasa por un campo
direccional debe seguir el patron de flujo del campo: el elemento lineal es tangente a la curva cuando
intercepta un punto de la cuadricula.

\\\\‘,.,////////
NANNNN N TS

MNNNNNXN, TS

Figura 2.7: Las curvas solucién siguen el flujo de un campo direccional.

La figura 2.7 muestra un campo direccional generado por computadora de la ecuacion diferencial
dy/dx = sen(x +y) en una region del plano zy. Observe como las tres curvas solucién que se muestran

a color siguen el flujo del campo.

Ejemplo 2.29 Utilice un campo direccional para dibujar una curva solucion aprorimada para el pro-

blema con valores iniciales dy/dz = seny, y(0) = —3.
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Figura 2.8: Campo direccional

Sol: Antes de proceder, recuerde que a partir de la continuidad de f(x,y) = seny y 0f /0y = cosy el
teorema 2.1 garantiza la existencia de una curva solucion unica que pase por un punto dado (xg,yo) en
el plano. Considere una region rectangular 5 X 5 y especificamos puntos (debidos a la condicion inicial)

en la region con separacion vertical y horizontal de % unidad, es decir, en puntos (mh,nh), h = 1

27
m y n enteros tales como —10 < m < 10,—10 < n < 10. FEl resultado se presenta en la figura 2.8.
Puesto que el lado derecho de dy/dx = seny es 0 eny =0, y en y = —m, los elementos lineales son
horizontales en todos los puntos cuyas sequndas coordenadas son y = 0 o y = —m. Entonces tiene
sentido que una curva solucion que pasa por el punto inicial (0, —%), tenga la forma que se muestra

en la figura.

Ejercicio 2.3 Encuentre el campo direccional para la ecuacion diferencial dy/dx = 0.2zy. Defina una
malla 5 x 5 (mh,nh) con m y n enteros, haciendo =5 < m < 5,-5<n <5 yh=1.

Crecimiento/Decrecimiento La interpretacion de la derivada dy/dx como una funcion que da la pen-
diente desempena el papel principal en la construcciéon de un campo direccional. A continuacién, se
usaré otra propiedad contundente de la primera derivada, es decir, si dy/dx > 0 (o dy/dxz < 0 ) para
toda z en un intervalo I, entonces una funcion derivable y = y(x) es creciente (o decreciente) en I.

2.5 Ecuaciones Diferenciales Autonomas

Definicién 2.11 (Ecuacion diferencial auténoma de primer orden) Una ecuacion diferencial
autonoma de ler. orden es una ecuacion de la forma

y = F(y) (2.5.1)

donde F(y) es una funcion dada continua.

Nota: Si en vez de usar la notacion y = y(x) para las soluciones, usamos la notacion x = z(t), la
ecuacion diferencial autonoma de ler. orden es © = F(x) (cuando la variable independiente se denota
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con t, la derivada respecto de ¢ se denota con un punto, en vez de prima). Usaremos en algunos ejemplos
la notacion y = y(x) ( z variable independiente, y dependiente) y en otros ejemplos la notacion x = x(t)
( ¢ variable independiente, x dependiente). En general la variable independiente, llamese como se llame,
se interpreta como el tiempo.

Ejemplo 2.30 ' = y? —1 es una ecuacion diferencial auténoma de 1er. orden. También lo es & = \/x.
En cambio y' =y sen x es una ecuacion diferencial de ler. orden no auténoma; © = x> + t* también
es una ecuacion diferencial no autdnoma.

Definiciéon 2.12 (Ecuacién diferencial auténoma de segundo orden) Una ecuacion diferencial
auténoma de 2do. orden es una ecuacion de la forma

y' =F(y,v)

donde F (y,y') es una funcion dada continua de dos variables reales.

Definicion 2.13 (Ecuacion diferencial autéonoma de orden k > 1) Sea k > 1 un nimero natural
dado. Una ecuacion diferencial autonoma de orden k es una ecuacion de la forma

yW = F <y, vy y““’”)

donde F' es una funcion dada continua de k variables reales, e y(k),y(kfl), etc, denotan la derivada
k-ésima, (k — 1)-ésima, etc, respectivamente de una funcion solucion y = y(x).

Ejemplo 2.31 La ecuacion diferencial y” +4y' +3y = 0 es auténoma de 2 do. orden, puesy” = —3y —
4y’ = F (y,y') donde la funcion F es F(u,v) = —3u —4v Y(u,v) € R%. La ecuacion diferencial 3" +
4y = 0 también es autdnoma de 2 do. orden puesy” = —4dy = F (y,y') donde F(u,v) = —4u V(u,v) €
R2. La ecuacion diferencial y” +4xy’+3y = 0 es lineal de 2 do. orden homogénea, pero es no auténoma
porque 3y = —3y—4xy’ no puede escribirse como funcion continua que depende solo de y e y', (depende
ademds de x ).

Definiciéon 2.14 (Puntos de equilibrio o soluciones estacionarias) Se llama punto de equilibrio
o0 solucién estacionaria (punto critico) de una ecuacion diferencial a una solucion y(x) = a constante
para todo x € R. Es decir, las soluciones estacionarias o puntos de equilibrio son aquellas cuyas grdficas
son rectas horizontales.

Ejemplo 2.32 Para la ecuacion diferencial es y' = y? — 1, los puntos de equilibrio son dos: y(z) =
1IVr € R e y(z) = —1Vz € R porque a = 1 y a = —1 son las tnicas raices de la ecuacion a®> — 1 = 0.
La ecuacion diferencial & = % + 1 no tiene puntos de equilibrio o soluciones estacionarias, porque
la ecuacion a® +1 = 0 no tiene soluciones reales a. La ecuacion diferencial & = /T tiene una tnica
solucion estacionaria o punto de equilibrio que es x(t) = OVt € R.
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Definicion 2.15 Los puntos de equilibrio o soluciones estacionarias de una ecuacion diferencial auto-
noma de 2do. orden y" = F (y,y') son todas las funciones constantes (de la forma y(x) = a constante
para todo x) tales que la constante real a satisface F(a,0) = 0.

Ejemplo 2.33 Para la ecuacion diferencial es y" = —4y' — 3y, el punto de equilibrio es uno solo:
y(z) = 0V € R porque a = 0 es la tnica raiz de la ecuacion —4 -0 — 3a = 0. La ecuacion diferencial
y" = y% + 1 no tiene puntos de equilibrio o soluciones estacionarias, porque la ecuacion a®> +1 =0 no
tiene soluciones reales a. La ecuacion diferencial iy’ = y* +y' — 1 tiene dos soluciones estacionarias o
puntos de equilibrio que son y(z) = 1Vz € R, e y(z) = —1Vz € R.

Proposicion 2.5.1 (Traslado en el tiempo de las soluciones) Si y1(z) es una solucion particular de
una ecuacion diferencial autonoma (de cualquier orden k > 1 ), entonces para todo xqg real, la funcion
y2(z) = y1 (x — x9) es otra solucion particular de la misma ecuacion diferencial. Como consecuencia,

y1(0) = yo st y solo si ya2 (xo) = yo.

Dem: Solo lo demostraremos para ecuaciones diferenciales autonomas de 1er. orden. Chequeamos que
yo(x) satisface la ecuacion (1):

d
ya(w) = w1 (& —w0) = 91 (z — 20) = F (y1 (z — 20)) = F (y2(x)).
Finalmente, sustituyendo x = xo en la igualdad y2(x) = y1 (x — x0) se obtiene ya (x9) = y1(0), lo que
demuestra la dltima afirmacion de la proposicion 2.5.1.

Interpretacion: La proposicion 2.5.1 tiene la siguiente interpretacion. Si la variable independiente x
es el tiempo, entonces ya(x) = y1 (x — x¢) significa trasladar la solucion y; en el tiempo; es decir, la
grafica de y es la grafica de y; trasladada a lo largo del eje de las x (eje del tiempo) una cantidad
|zo|, hacia la derecha si zp > 0 ¢ hacia la izquierda si g < 0 (ver Figura 1 ). Todo lo que suceda en el
instante inicial £ = 0 para la soluciéon y; sucedera en el instante xg para la solucién yo. En efecto, de

la igualdad yo(z) = y1 (x — x0) deducimos: ya (z¢) = y1(0), 4 (zo) = y1(0).

y,=5¢n

~ I SCJ {x-y=

TR LN H ¢ gl
—_— | X
y ’%

—
Vector de astacion x, 0)
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Podemos identificar cuando una solucion no constante y = y(z) de la ecuacion (2.5.1) esta creciendo
o decreciendo determinando el signo algebraico de la derivada dy/dx; en el caso de la ecuacion (2.5.1)
hacemos esto identificando los intervalos del eje y en los que la funciéon f(y) es positiva o negativa.

Ejemplo 2.34 La ecuacion diferencial

Figura 2.9: Diagrama fase de dP/dt = P(a — bP).

donde a y b son constantes positivas, tiene la forma normal dP/dt = F(P), la de la ecuacion
(2.5.1) con t y P jugando los papeles de x y y respectivamente y por tanto es auténoma. De F(P) =
P(a—0bP) = 0 vemos que 0 y a/b son puntos criticos de la ecuacion, asi que las soluciones de equilibrio
son P(t) =0 y P(t) = a/b. Poniendo los puntos criticos en una recta vertical, dividimos esta recta en
tres intervalos definidos por —oo < P < 0,0 < P < a/b, a/b < P < co. Las flechas en la recta que se
presenta en la figura 2.9 indican el signo algebraico de f(P) = P(a — bP) en estos intervalos y si una
solucion P(t) estd creciendo o decreciendo en un intervalo. La tabla siguiente explica la figura:

Intervalo  Signo de f(P) P(t) Flecha

(—00,0)  menos decreciente  apunta hacia abajo
(0,a/b)  mas creciente apunta hacia arriba
(a/b,o0)  menos decreciente  apunta hacia abajo

La figura 2.9 es un diagrama fase unidimensional, o simplemente diagrama fase, de la ecuacion dife-
rencial dP/dt = P(a — bP). La recta vertical se llama recta de fase.

Sin resolver una ecuacién diferencial auténoma, normalmente podemos decir mucho respecto a su
curva solucion. Puesto que la funcion f en la ecuacion (2.5.1) es independiente de la variable z, podemos
suponer que f esta definida para —oo < x < 0o o para 0 < x < co. También, ya que f y su derivada f’
son funciones continuas de y en algin intervalo I del eje y, los resultados principales del teorema 2.1
valen en alguna franja o region R en el plano xy correspondiente a I, y asi pasa por algin punto (zg, yo)
en R por el que pasa una curva solucion de la ecuacion (2.5.1). Supongamos que la ecuaciéon (2.5.1)
tiene exactamente dos puntos criticos ¢; y ca y que ¢; < cg. Las graficas de las soluciones y(z) = ¢1 y
y(xz) = co son rectas horizontales y estas rectas dividen la regién R en tres subregiones Ry, Ry y R3.



2.5. Ecuaciones Diferenciales Auténomas 40

Aqui se presentan sin comprobacién algunas de las conclusiones que podemos extraer de una soluciéon
no constante y(x) de la ecuacion (2.5.1):

» Si (x0,y0) esta en una subregion R;,i = 1,2, 3, e y(z) es una solucién cuya grafica pasa a través
de este punto, por lo que y(z) permanece en la subregion R; para toda z. La solucion y(x) en
Ry esta acotada por debajo con c¢; y por arriba con cg, es decir, ¢; < y(x) < ¢ para toda x.
La curva solucion esté dentro de Ro para toda x porque la grafica de una solucién no constante
de la ecuacion (2.5.1) no puede cruzar la grafica de cualquier solucion de equilibrio y(z) = ¢; o

y(z) = co.

» Por continuidad de f debe ser f(y) > 0 o f(y) < 0 para toda = en una subregion R;,i = 1,2, 3.
En otras palabras, f(y) no puede cambiar de signo en una subregion.

» Puesto que dy/dz = f(x,y(x)) es ya sea positiva o negativa en una subregion R;, i = 1,2,3,
una solucion y(z) es estrictamente monotona, es decir, y(x) esta creciendo o decreciendo en la
subregion R;. Por tanto y(x) no puede oscilar, ni puede tener un extremo relativo (maximo o
minimo).

= Siy(x) esta acotada por arriba con un punto critico ¢; (como en la subregion Ry donde y(z) < ¢1
para toda z ), entonces la grafica de y(z) debe tender a la grafica de la solucion de equilibrio
y(x) = ¢1 conforme z — +00 0 x — —o0. Si y(z) esta acotada, es decir, acotada por arriba y
por debajo por dos puntos criticos consecutivos (como en la subregion Ry donde ¢; < y(z) < c2
para toda x ), entonces la gréfica de y(z) debe tender a las graficas de las soluciones de equilibrio
y(z) = c1y y(x) = ¢g, conforme x — 400 en una y x — —oo en la otra. Si y(z) esta acotada por
debajo por un punto critico (como en la subregion R3 donde c2 < y(x) para toda x), entonces
la grafica de y(x) debe tender a la grafica de la soluciéon de equilibrio y(z) = ¢ conforme ya sea
T — 000X — —00.

Ejercicio 2.4 Analice la ecuacion diferencial

dP
~—— = P(a—bP).
o = Pla—"bP)

decreciente P, \
a

) /
creciente 10 R,

decreciente P \ Ry

recta de fase Plano tP

Figura 2.10: Diagrama fase y curvas solucion.
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Atractores y repulsores Suponga que y(z) es una soluciéon no constante de la ecuacion diferen-
cial autonoma dada en (2.5.1) y que ¢ es un punto critico de la ED. Béasicamente hay tres tipos de
comportamiento que y(z) puede presentar cerca de c.

a) b) c) d)

Figura 2.11: El punto critico ¢ es un atractor en a) y un repulsor en b) y semiestable en ¢) y d).

En la figura 2.11 hemos puesto a c en las cuatro rectas verticales. Cuando ambas puntas de flecha
en cualquier lado del punto ¢, apuntan hacia ¢, como se muestra en la figura 2.11(a), todas las solu-
ciones y(z) de la ecuacion (2.5.1) que comienzan en el punto inicial (xg,yo) suficientemente cerca de
¢ presentan comportamiento asintotico limy_, 4 y(2) = ¢. Por esta razon se dice que el punto critico
c es asintéticamente estable. Utilizando una analogia fisica, una solucién que comienza en ¢ se parece
a una particula cargada que, que con el tiempo, se transforma en una particula de carga contraria y
asi ¢ también se conoce como un atractor. Cuando ambas puntas de flecha a los lados de la flecha del
punto ¢ apuntan alejandose de ¢, como se muestra en la figura 2.11(b), todas las soluciones y(z) de la
ecuacion (2.5.1) que comienzan en un punto inicial (xg, yo) se alejan de ¢ conforme crece x. En este caso
se dice que el punto critico ¢ es inestable. Un punto critico inestable se conoce como un repulsor, por
razones obvias. En las figuras 2.11(c) y 2.11(d) se muestra el punto critico ¢ que no es ni un atractor
ni un repulsor. Pero puesto que ¢ presenta caracteristicas tanto de atractor como de repulsor, es decir,
una solucion que comienza desde un punto inicial (zg, y9) que esta suficientemente cerca de c es atraida
hacia ¢ por un lado y repelida por el otro, este punto critico se conoce como semiestable.

2.6 Meétodos para resolver ecuaciones diferenciales

Comenzaremos nuestro estudio de como resolver las ecuaciones diferenciales con la més simple de
todas las ecuaciones diferenciales: ecuaciones diferenciales de primer orden con variables separables.
Debido a que el método que se presenta en esta seccidén y que muchas de las técnicas para la solucion de
ecuaciones diferenciales implican integracion, consulte capitulo Preliminares para recordar las formulas

importantes y las técnicas de integracion.
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Definicion 2.16 Se dice que una ecuacion diferencial ordinaria es de variables separables si se puede

escribir en la forma

dy _ f(z)

dz — g(y)

La ecuacion (2.6.1) se expresa en forma diferencial como

g(y)dy = f(x)dz,

y se resuelve integrando ambos miembros de (2.6.2).

Ejemplo 2.35 Resolver
dy

2.
dx v

Sol: Separando las variables resulta
dy = 2xdx

/dy:/2a:dx

y+eo=a"+c

e integrando

Resolviendo las integrales

y:x2+02—01.

(2.6.1)

(2.6.2)

Ya que la diferencia de constantes es una constante, podemos escribir ¢ = co—cy, obte- niendoy = r’+c.

Ast, al momento de integrar sdlo consideraremos una constante de integracion.

Ejemplo 2.36 Resolver

dy
de y’
Sol: Separando variables la ecuacion se escribe como
ydy = xzdx
integrando
/ydy = /a:dz:
y calculando las integrales, se sigue que
2 2
)
2 2 7
y? =22 + 2¢
Como el producto de constantes es una constante tenemos
y2 =z’ +tc

y=vVri+coy =-—-Vr2+ec

(2.6.3)
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Ejercicio 2.5 Resuelva las siquientes ED de variables separables

d
1. —y—|—4a:y:0.
dx

dy ycosw
Cdr 1-2y’

3. (yx —y)dy — (y + 1)dz = 0.

4. (1 + a2+ 2+ 3:2y2) dy = (1 + y2) dx.
Ejercicio 2.6 Resolver el problema de valor inicial

1. eYcosx +cosx + (eYsenx +e¥)y =0, y(m)=0.

2
d
S da? T (a — o)

3. 14+e 3%y =0 sujetoa y(0)=1.

4oy +yP—y=0, y(2)=4.

2.6.2 Ecuaciones Diferenciales Homogéneas

Definiciéon 2.17 La funcion f(z,y) se llama homogénea de grado n con respecto a las variables x, y

si para todo t se verifica que
[t ty) = 1" f(z,y).

Ejemplo 2.37 Diga si la funcién dada es homogénea y determine su grado.

a) f(z,y) = 22° — bay® + 4y°.

2 2

b) f(z,y) =+

¢) flz,y)=y+z(lnx —Iny —1).

Sol: a) En este caso
f(ta,ty) = 2(tx)® — 5(tx)(ty)” + 4(ty)’
= 26323 — 5t3xy? + 4t3y°
=13 (22° — bay® + 4y°)
=7 f(z,y)

lo cual muestra que la funcion f(x,y) = 223 — bxy? + 4y> es una funcion homogénea de grado tres.
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b) Tenemos ahora que

1222 — 242

fltw, ty) = —————
() (ty)

_ £2 (22 — y?)

Ast, f(x,y) = xz_y?ﬂ es homogénea de grado cero.

c) Se tiene que
fly) =y +u <ln§— 1>

por lo cual

fltz, ty) =ty + tx <lnix — 1>
Yy

—¢ [y—i—a: (lnz - 1)]
=tf(z,y).

Lo cual muestra que f(x,y) si es una funcidn homogénea y de grado uno.

Ejercicio 2.7 Diga si la funcion dada es homogénea o no y en caso afirmativo determine su grado.

o) flz,y) = Va5 + 4
3 2
b) flz,y) = *ygy”

c¢) f(z,y) = sen (2y) + 4 4T3

T
Definicion 2.18 Se dice que la ecuacion diferencial
M(z,y)dz + N(z,y)dy =0

es homogénea si las funciones M y N son homogéneas y del mismo grado.

Note que la ecuacion diferencial
/
y = flz,y)
serd homogénea si f es una funcién homogénea de grado cero.

Método de Solucién: Una ecuacion diferencial homogénea M (z,y)dz + N(x,y)dy = 0, se resuelve
reduciéndola a una ecuacion de variables separables, usando cualquiera de las sustituciones v = y/x o

bien v = x/y, donde v es una nueva variable.
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Observacion: Aunque en teoria cualquiera de las dos sustituciones anteriores reduce una ecuacion
homogénea a una separable, en la prdctica sugerimos utilizar

o y=uxv si N es de estructura “mds simple” que M 1y,
o r =1yv si M es de estructura “mds simple” que N.

El tomar en cuenta esta observacion, conduce a integrales mds fdaciles de calcular al resolver la
ecuacion diferencial separable que se obtiene.

Ejemplo 2.38 Resolver
(2 +y°) dz — zy?dy = 0. (2.6.4)
Sol: Como
M(z,y)=a*+y> y N(z,y) = -y’

son funciones homogéneas ambas de grado tres, la ecuacion dada es homogénea. Ademds N es de
estructura algebraica mds simple que M, por lo cual, la sustitucion mds conveniente es y = xv para
reducir (2.6.4) a una ecuacion de variables separables.

Hacemos
Yy = v

dy = xzdv 4 vdzx.
Sustituyendo en (2.6.4) obtenemos

(2 + (zv)?] dz — z(2v)*(zdv + vdz) = 0
(2% + 2%0%) do — 230* (zdv + vdz) = 0

2? (14 0%) do — 2°v* (zdv + vdz) = 0

(1 +v*) dx — v*(zdv + vdx) = 0

0

dx + v3dr — zv’dv — v3dr =

Integrando
In|z|+In|c| = —
de donde
3 = 31n|cx).
Reemplazando v = % y stmplificando encontramos que

3

Y
= =31
3 n |cz|

y=x+v/3n|cz|.
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Ejemplo 2.39 Resolver
2zydz + (y* — 32%) dy = 0.

Sol: En este caso la estructura de M(x,y) es mds simple que la de N(z,y), por lo cual proponemos

T = yv
dx = ydv + vdy.
Entonces
20y° (ydv + vdy) + (y* — 3y*v?) dy = 0
o bien
2uydv + (1 — vg) dy=20
2v dy
d — =0
T2 v+ y
Integrando
Inly| —In|1 - ’UQ‘ = In|cq]
y usando v = %, obtenemos como solucion implicita
c (y2 _ xz) — 45,

Ejercicio 2.8 Resolver

1. y(nz —Iny)dr = (zlnx — xIny — y)dy.

2. <y+ a2 +y2> dx — zdy = 0.

2.6.3 Ecuaciones Diferenciales Exactas

Definicion 2.19 Si z = f(z,y) es una funcion con derivadas parciales de primer orden continuas en
una region rectangular R del plano xy, entonces su diferencial total, denotada por dz o df, se define
_Of e 9F

dr + ==d
Oz x+8y Y

como

df

Ahora bien si f(z,y) = ¢, donde ¢ es una constante, entonces

of of .

de modo que la solucion de la ecuacion diferencial df = 0 esta dada implicitamente por f(z,y) = c.
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Ejemplo 2.40 Si f(x,y) = x* + 32%y% + y> = ¢, entonces df = 0, es decir
(42° + 62y?) dz + (62%y + 3y*) dy = 0
o bien
dy 423 + 6y?
de 62y 4+ 3y?
Note que la ecuacion diferencial no es separable ni tampoco homogénea, decimos que es eracta y su
solucion es x* + 32%y + y3 = c.

De manera general hacemos la siguiente definicién.

Definicion 2.20 Se dice que una ecuacion diferencial
M(z,y)dz + N(z,y)dy =0 (2.6.5)

es exacta si puede escribirse en la forma df =0, es decir

of of
—d —dy =20
oz v oy 4
Equivalentemente, la ecuacion diferencial (2.6.5) es exacta si existe una funcion f tal que
of of
— =M — =N . 2.6.6
D (z,y) vy By (2,y) (2.6.6)

A la funcion f que cumple las ecuaciones (2.6.6) se le denomina funcién potencial, mientras que a
la funcién vectorial

F(z,y) = M(z,y)i+ N(x,y)j (2.6.7)

se le llama campo vectorial conservativo. En este contexto, resolver la ecuacion diferencial exacta (2.6.5)
es equivalente a encontrar la funciéon potencial del campo (2.6.7).

Teorema 2.2 Sean las funciones M, N, M, y N, continuas en la region rectangular R. Entonces la

ecuacion

M(z,y)dz + N(z,y)dy =0
es exacta en R si y solo si

oM ON

para todo punto (z,y) en R.

dem: (Prueba de la necesidad) Suponemos que M(x,y) y N(x,y) tienen primeras derivadas parciales
continuas para todo (x,y). Ahora, sila expresion M (z,y)dz+ N (z,y)dy es exacta, existe alguna funcion
f tal que para toda x en R,

0 0
M(x,y)dx + N(z,y)dy = a—idaz + azjdy.
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Por tanto,
_f _of
M(.%'7y)— 8LU7 N(‘Tay>* 8y7
OM _ 0 (95\_ @f _ 9 (9f\ _ON
dy Oy \ox) Oydxr Ox \dy) Oz’

La vgualdad de las parciales mixtas es una consecuencia de la continuidad de las primeras derivadas
parciales de M (z,y) y N(x,y) (ver Teorema de Clairaut).

La parte de suficiencia del Teorema 2.2 consiste en mostrar que existe una funcion f para la que
Of/0x = M(x,y) y 0f /0y = N(z,y) siempre que la ecuacion (2.6.8) sea vdlida. La construccion de la
funcion f en realidad muestra un procedimiento bdsico para resolver ecuaciones exactas.

Método de resolucion: Dada una ecuacion en la forma diferencial M (z,y)dz+ N(z,y)dy = 0,
determine si la igualdad de la ecuacion (2.6.8) es valida. Si es asi, entonces existe una funcion f para

la que
of _
ox

Podemos determinar f integrando M (x,y) respecto a x mientras y se conserva constante:

M(z,y).

fmwwa/Muwa+aw, (2.6.9)

donde la funcion arbitraria g(y) es la “constante” de integracion. Ahora derivando a (2.6.9) con respecto

a y y suponiendo que 0f /0y = N(x,y) :

ggjj = 8y /M(x,y)d:p +9'(y) = N(z,y).

Se obtiene
0
9'(y) =N(z,y) - a /M(:c,y)dx. (2.6.10)

Por ultimo, se integra la ecuacion (2.6.10) respecto a y y se sustituye el resultado en la ecuacion (2.6.9).
La solucién implicita de la ecuacion es f(z,y) = c.

Hacen falta algunas observaciones. Primero, es importante darse cuenta de que la expresion N (z,y)—
(0/8y) | M(z,y)dz en (2.6.10) es independiente de z, ya que

0 0 ON 0 (0 ON oM
o {N(m,y)—ay/M(%Z/)d«T] ~or oy <%/M(x7y)d$> _%_Ty_o

En segundo lugar, pudimos iniciar bien el procedimiento anterior con la suposicion de que 9f /0y =
N (z,y). Después, integrando N respecto a y y derivando este resultado, encontrariamos las ecuaciones
que, respectivamente, son analogas a las ecuaciones (2.6.9) y (2.6.10),

fag) = [Ny +n) v W) =My - 5 [ Ny

En cualquier caso no se debe memorizar ninguna de estas formulas.



2.6. Métodos para resolver ecuaciones diferenciales 49

Ejemplo 2.41 Resuelva la siguiente EDO
2
ydx + (x + > dy = 0. (2.6.11)
Yy
Sol: Verifiguemos, primero, que (2.6.11) es una ecuacion diferencial exacta. Aqui tenemos que

M($7y):y Yy N(x,y)zzb-l-;
Yy como
oM _,_oN
oy ox
afirmamos que (2.6.11) es una ecuacion diferencial exacta. Luego, existe una funcion f(x,y) tal que la
ecuacion (2.6.11) se puede escribir en la forma df (z,y) = 0. Es decir, que

%(:v,y) = M(z,y) =y, (2.6.12)
g z,y) =N(z,y) ==z 2
ay( ,y) =N(z,y) ==+ " (2.6.13)

Para determinar f integramos (2.6.12) con respecto de x, resulta

faw) = [ yis

o bien

f(z,y) = 2y + ¢(y) (2.6.14)

donde ¢(y) es una funcion de y, ya que integramos con respecto de x. Derivando (2.6.14) parcialmente
con respecto a y se obtiene

gi — 4 ) (2.6.15)

pero como deseamos que también se satisfaga (2.6.13), igualando (2.6.15) con (2.6.13), se sigue que
, 2
r+¢(y)=a+—.
)
Luego

oy — 2
qb(y)—y

Integrando ahora ambos lados respecto a y obtenemos

¢(y) = 21ny—|—cl,

con ¢ una constante arbitraria. Sustituimos ¢(y) en (2.6.14) y se tiene que

flz,y) =zy+2lny + c1.
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Finalmente, igualamos f(xz,y) con una constante k para obtener la siguiente solucion de (2.6.11),

definida implicitamente
xy+2lny+c =k

zy+2lny =k —c.

Renombrando ¢ = k — ¢q, resulta la solucion

xy+2Iny =c.

Ejemplo 2.42 Resuelva

(3y* + x cos zy) Z—Z + (32% + y cos zy) = 0.

Sol: Escribamos (2.6.16) en su forma diferencial
(3x2 + y cos :Uy) dx + (33/2 + x cos q:y) dy = 0.

En este caso

M(z,y) = 32>+ ycoszy, N(z,y)=3y*>+ zcoszy

y dado que
oM n ON
—— = —xysenxy + cosxy = —,
By Y Y v=5
tenemos que (2.6.16) es una ecuacion diferencial exacta, por lo que existe f tal que
0
—f = 3y* + rcoszy
dy

Integrando esta ecuacion respecto a y obtenemos

flz,y) = / (3y2 + x cos :cy) dy
=3 +senzy + ().
Derivando parcialmente con respecto a x resulta

of _ /
5 =ycoszy + ¢'(x)

Recordando que g—i = 322 + ycosxy e igualando con la expresion anterior, tenemos que

ycoszy + ¢ (z) = 32 + ycosxy
¢ (z) = 32°
P(x) = 2 + ¢y.
Sustituyendo ¢(z) tenemos
f(z,y) =3 +senzy + 2° + 1.
La solucion estd dada por
y3 +senay + 2 + ¢ = k.

o bien

y3 +sen:z‘y+:n3 =c.

(2.6.16)
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Ejercicio 2.9 De las siguientes ecuaciones resuelva aquéllas que sean exactas.

@ _ 4x39? — 322y
de a3 — 22ty

IS

2mq2 23:) dx + e**ydy = 0

T+ 323 seny) dx 4+ x* cosydy = 0

=)

(e

3. (y—3a?)dax+ (z—1)dy =0
- (
- (

seny +ysenx + )dx—i— (:Ucosy —cosx + %) dy =0

R

ycost + 2te¥ + (sent + t2e¥ +2) W =0

7. (4 +ye)det (3 rae?)dy=0 con y(}) =2

8. <\/ﬁ7+2x>dx+\/1—i-7dy:0 con y(0)=6
9. (y——zez)daﬁ—(x—i-%e%)dyzo

10. e® cosydr — xe®senydy =0 con y(0)=m

2.6.4 Factores Integrantes

Definicion 2.21 Si la ecuacion diferencial
M (z,y)dx + N(z,y)dy =0 (2.6.17)

no es exacta, pero existe una funcion p(zx,y), tal que al multiplicar (2.6.17) por u(z,y), la ecuacion
resultante

p(z, y)M (2, y)dz + p(z, y)N(z,y)dy =0 (2.6.18)

es exacta, entonces se dice que pu(x,y) es un factor integrante de la ecuacion diferencial (2.6.17).

Debemos observar que la solucion de (2.6.18) es la solucion de (2.6.17) y que en general no es
facil encontrar un factor integrante para una ecuaciéon no exacta de la forma (2.6.17). Sin embargo, si
M (z,y) y N(z,y) cumplen ciertas condiciones entonces los factores integrantes son conocidos. Veamos
algunos casos.

CASO I. Factor integrante dependiente de x. Suponga que

oM oON

dy ox
N
es una funciéon que depende tnicamente de x, la cual denotaremos por g(z). Entonces, un factor
integrante para la ecuaciéon dada es

N(x) E= efg(ac)da:.
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CASO II. Factor integrante dependiente de y. Si se tiene que

ON oM

ox oy
M

es una funciéon de y inicamente, denotada por h(y), entonces

w(y) = el hy)dy

es un factor integrante para la ecuacion diferencial (2.6.17).

CASO III.Factores de integraciéon de la forma xy™. Si existen m y n tales que

oM ON N M
oy e e Ty
entonces
plz,y) = zmy"
es un factor integrante para (2.6.17).
CASO IV. Si existen funciones P(x) y Q(y) que satisfacen

oM  ON

By or N(z,y)P(x) — M(z,y)Q(y)

entonces un factor integrante para (2.6.17) es

p(z,y) = el P@1deef Qu)dy,

Obsérvese que el Caso IV incluye a los Casos I, II y III si tomamos Q(y) = 0,P(z) = 0y
P(r) = 2,Q(y) = %; respectivamente. También queremos advertir que al aplicar las féormulas an-
teriores estamos interesados en obtener solamente un factor integrante, por lo cual después de calcular
las integrales indefinidas implicadas en dichas expresiones basta considerar un valor fijo de la constante

de integracioén; cero por simplicidad.

Ejemplo 2.43 Resuelva
(2zy + y*) dz + (32% + 62y*) dy = 0. (2.6.19)

Sol: En este caso
M(z,y) = 2xy +y*, N(x,y) = 322 + 6213,
91 — o +4y5, G =6x+6y°
Como %—J\j #+ %—];[, tenemos que (2.6.19) no es una ecuacion diferencial exacta. Buscaremos un factor

integrante para (2.6.19) investigando st M y N cumplen con las condiciones mencionadas en el Caso
L

%—% _2:U+4y3—6:v—6y3

N 3z? + 6xy?
I G
322 4 6y
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Esta expresion no es una funcion exclusivamente de x. Por lo que investigaremos si M y N son
funciones que cumplen con la condicion mencionada en el Caso II.

G~ Gy bu+ 6yt — 20— 4y

M - 2xy + yt
_2(y° +22)

oy (yP 4 2x)

2

Y

Esta expresion si es una funcion exclusivamente de y, luego un factor integrante es de la forma
2
24 2
6fy Yy _ 621ny — elny — y2.
Ast
2
wy) =y

Con este factor integrante, multiplicamos dicha ecuacion por y? y procedemos a resolver la ecuacion
diferencial resultante, cuya solucion es igual a la de (2.6.19). Tenemos

y? (22y +y*) do + y? (327 + 62y*) dy = 0

2.6.20
(2xy3 + y6) dx + (3x2y2 + 6my5) dy=20 ( )

Ahora se tiene en (2.6.20) que

M(z,y) = 21‘3/3 + y6, N(z,y) = 3:1;23/2 + 6:103/5
%% = 62y? +6y°, L =63y® + 61°.

Luego, (2.6.20) ya es una ecuacion diferencial exacta, cuya solucion estd definida implicitamente en la
ecuacion
x2y3 + xy6 =c.

Ejemplo 2.44 Resuelva
(6y — 24xy5) dr + (91: — 561:2y4) dy = 0. (2.6.21)

Sol: Ya que
M(z,y) = 6y — 24xy°, N(z,y) = 9z — 562%y*
91 —6—120wy", G =9 — 1122y
es claro que (2.6.21) no es una ecuacion diferencial exacta. Determinemos un factor integrante. El

Caso I no puede aplicarse, puesto que

oM _ 9N 4
Dy oy _ —3—38xy

N x(9—56xyt)

no es funcion exclusivamente de x. Por otra parte

ON _ oM
e oy 3+ 8xy!

M 6y (1 —4dzyt)
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no es una funcion exclusivamente de y, por lo que tampoco podemos aplicar el Caso II. Busquemos un
factor integrante de la forma

p(w,y) =a"y"
el cual se puede construir solo si existen constantes m y n, tales que

OM ON N M

oy Ox x Yy

9z — 562%y* 6y — 241>
x - Y

—3 — 8zy* = 9m — 56may” — 6n + 24nzy*

6 — 120zy* — 9+ 11229* = m

Esto nos lleva al sistema
O9m —6n=-3

—56m + 24n = —8§,

cuya solucion esm =1 yn = 2. De modo que u(z,y) = xy* es un factor integrante para (2.6.21). Por
lo que al resolver la ecuacion

zy? (6y — 24xy5) dx + xy? (93: — 563:2@/4) dy = 0,
obtenemos la solucion de (2.6.21). Su solucion y estd definida implicitamente en la ecuacion

3x%y® — 8%y’ = ¢

Ejercicio 2.10 Resuelva
(227 + e7Y) dz + (2° + zy) dy = 0.

Ind: Busque un factor integrante de la forma

IU/(‘T7 y) — ef P(I)dx+f Q(y)dy.

Proposiciéon 2.6.1 Las ecuaciones diferenciales de la forma

@ B a1z + by + 1
dor aox + bay + co

donde a;,b;,c; € R (i =1,2), se denominan cuasi-homogéneas y se reducen a homogéneas, haciendo
el cambio de variables
r=X+4+h, y=Y+k,

stendo h y k las soluciones del sistema

arh+bk+c =0
ash + bok +co =0

Si el sistema no tiene solucion, es decir

as bQ
_—_—=— = >\
al b1
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la ecuacion diferencial puede escribirse como
@ B a1z + b1y + 1
dz (a1 + bry) + c2
=F (all' + bly) y

la cual se reduce a separable con la sustitucion

z=a1x + by

Ejemplo 2.45 Resuelve la ecuacion diferencial cuasi-homogénea

dy 3y—Tx+7

der 3z —Ty—3

Sol: Hacemos
xr=X+h, y=Y-+k.
Entonces
ay _dy
dX dx
y sustituyendo en la ecuacion, se tiene
dy —3Y —7X -Th+3k+7
dX 3X —T7Y +3h—Tk—-3

Para que esta ecuacion diferencial sea homogénea es necesario que

—Th+3k+7=0
3h—Tk—-3=0.

La solucion de este sistema de ecuaciones lineales es

Con estos valores de h y k la ecuacion diferencial se reduce a

dl Y —7X
dX ~ 3X —7TY

que es homogénea. Luego

V:Z<:>Y:XV

X
Sustituyendo, se obtiene
dVv 3V -7
X2 Ly =
dX v 3-7V
o bien, separando variables
3-7V dX
VT 1alV 7—

e integrando resulta
2In|V =1/ +5In |V + 1|4+ 7In|X]| =In|c|.
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Regresando a las variables originales

Y
V:}, Y=y, X=x-1,

obtenemos como solucion general de la ecuacion diferencial

(y—z+1)2y+z—1)7°=c

El siguiente ejemplo es una ecuacion diferencial de segundo orden, pero una vez mas, utilizando un
cambio de variable se transforma en una ecuacion diferencial de primer orden que ademés es cuasi-
homogénea.

Ejemplo 2.46 Resuelva

. (dy)z _Q(y_p)% =0 (2.6.22)

donde p es una constante.
Sol: Haciendo w = % se escribe como
zw? —2(y —p)w —x =0

De donde obtenemos una pardbola en w, por lo que despejando w, obtenemos

2(y —p) £ 4y — p)* + 4a?

2x
o bien,
dy _y—p y—p)\’
&9 _ + ( ) +1 (2.6.23)
dx x x
la cual como sabemos es una ecuacion cuasi-homogénea. Si ponemos v = %, vr =y — p y natural-
mente,
dv dy
— = . 2.6.24
xdx v dz ( )

Ahora bien, si usamos (2.6.23) y seleccionamos el signo mds, la ecuacion (2.6.24) se reduce a

L]

dx
Usando separacion de variables e integracion obtenemos.
dv  dx
NoES
dvv ~ [dz
/ w1l ) @

1n<v—|— v2+1) =lhz+c

v+ Vvi4+1l=c¢x

2
(y p>+ (y p) +1=Ax, A=e€"
x x
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La grdfica de la solucion obtenida es una pardbola. Para verlo, despejemos la raiz

2
<y p) 1= Ap— (y p>
x x
elevamos al cuadrado y simplificamos para obtener
_ 2 . 2
(y p) +1= A% 2Ax<y p>+<y p>
x x x
1=A%% —2A(y —p
1— A%2% = —2A(y - p)

1 — A2z2
o4 VTP
A%x?2 -1
oA TPV
B A%22 4+ 24p—1
N 24 '

Ejercicio 2.11 Mediante un factor integrante adecuado resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales.
1. (2x2 +y) dx + (:UQy — x) dy=20
2. (43: + 3cosy) dxr — xsenydy =0
(14 £)de — (z+3e¥)dy =0

4. <2:1:y + )dx+4x ydy =0

5. y(1+Inzy + 2z)dx + (z — 2y*) dy = 0

6. (6x2y2 — 4y4) dz + (23:33/ — 4xy3) dy=20

7. (y cosxy + 2 senzxy + 3y ) dx + (cosacy + 3xy2) dy=0

8. y%(l + Inzy)dr + (y% - 3) dy=0

9. (CL‘ + 2% sen 2y) dy — 2ydx =0

10. cosydx + (2x seny — cos? y) dy=20

2.6.5 Ecuaciones Diferenciales Lineales

Definicién 2.22 Una ecuacion diferencial de primer orden de la forma

@Y+ ae)y = f(2) (2.6.25)

se dice que es una ecuacion lineal en la variable dependiente y.
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Forma normal Dividiendo entre a;(z), resulta la forma mas ttil

% + p(x)y = q(x) (2.6.26)

Es facil verificar que la ecuacion diferencial (2.6.26) tiene como factor integrante a la funcion

ula) = el P

Si multiplicamos la ecuacion (2.6.26) por u(x), se sigue que

d
2 H(@)y(@)] = p(z)q(@)
e integrando ambos miembros de esta tltima igualdad, obtenemos la solucién general de la ecuacion.

Soluciéon de una ecuacion lineal de primer orden

i) Recuerde poner la ecuacion lineal en la forma estandar (2).

ii) Identifique de la identidad de la forma estandar P(x) y después determine el factor integrante
e/ P@)dz No se necesita utilizar una constante para evaluar la integral indefinida J P(z)dz

iii) Multiplique la forma estandar de la ecuacion por el factor integrante. El lado izquierdo de la
ecuacién resultante es autométicamente la derivada del factor integrante y y :

d
% [ef P(m)dﬂfy:| — efP(:v)dxf(:L,)

iv) Integre ambos lados de esta tltima ecuacion y resuelva para y.

Observacion: Al escribir la ecuacion (2.6.25) en la forma normal y' = F(x,y), podemos identificar
F(z,y) = —P(x)y+ f(z) y OF /0y = —P(x). De la continuidad de P y f en el intervalo I vemos que
F y OF /0y son también continuas en I. Con el teorema 2.1 como justificacion, concluimos que eziste

una y sélo una solucion del problema con valores iniciales

dy

Lt Py = @), y(a) =

definida en algun intervalo Iy que contiene a xg.

Ejemplo 2.47 Resuelva x% — 4y = 25¢.

Sol: Dividiendo entre x, obtenemos la forma estandar

dy 4 5
% ;y =T e .
En esta forma identificamos a P(x) = —4/x y f(x) = 2%€® y ademds vemos que P y f son continuas

en (0,00). Por tanto el factor integrante es

_ 1 _ —4 _
e4fzda::€4lnx:elnx :174.
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donde usamos Inx en lugar de In |z| ya que x > 0. Ahora multiplicamos la ecuacion diferencial por x4

y reescribimos

dy d

4 5 x 4 T
- —4 = —_— = .
X T Yy xe como [ZB y] xe

De la integracion por partes se tiene que la solucion general definida en el intervalo (0,00) es x =4y =
ze® —e¥ +c oy =ax’e” — zte® + cat.

Ejemplo 2.48 Determine la solucion general de (332 — 9) % + zy = 0. Sol: Escribimos la ecuacion

diferencial en la forma estandar
dy x

+
de  22-9
e identificando P(x) = x/ (#* —9). Aunque P es continua en (—oo,—3),(—3,3) y (3,+00), resolvere-
mos la ecuacion en el primer y tercer intervalos. En estos intervalos el factor integrante es

y=20

efacd:c/(:vz—Q) — e%f?xda:/(x2—9) = e%ln‘x2—9’ =+x2 -9,

Después multiplicando la forma estandar por este factor, obtenemos

d

£ 2—9}:&

dx { o Y

Integrando ambos lados de la iltima ecuacion se obtiene Vw2 — 9y = c. De este modo, ya sea para

x >3 o0x < —3 la solucion general de la ecuacion es

Ejemplo 2.49 Resuelva e identifique el intervalo de definicion

dy

2y = 1)*
T2 (r+1)

(x+1)

Sol: La ecuacion es lineal. Escribamos primero la ecuacion diferencial como

@ 2
dv z+1

y=(z+1)°

Un factor integrante es
—f 2 _dr
px) =e /e

In(z+1)—2

@

x4+ 1)72

N~

Multiplicando la ecuacion diferencial por (xz + 1)™%, podemos escribir la ecuacion como

d
+1)2E 2+ 1) By =a+1,
dx
o equivalentemente

%ﬂ@+¢r@]:x+1
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e integrando
1
(x+1)"%y = i(x +1)? +ec

Por lo tanto, la solucion general es

1
y = §(x+1)4+c(a;+1)2

Ejemplo 2.50 Resuelva e identifique el intervalo de definicion

1
(xlnz)y + (1 +Inz)y + 5\/5(2 +1Inzx)=0.

Sol: Escribimos la ecuacion diferencial en la forma

1
?J:—i\/5

2+Inzx
zlnz

, 14+1Inz
_l’_
zlnx

Un factor integrante es
f 1+lnx
u(x) =el ehedr =zxlnw.

Multiplicamos por u(x) = xlnx
1
(xlnz)y + (1+Inz)y = —5\/5(2 +1Inz)
d 1
%[(xlnx)y] = —5\/5(2 +1Inz)
Asi que

1
(xlnz)y = —§x%(4 +3lnz) +c.
La solucion general es

Vv
— 4431 )
91nx( + nx)+3:n3:

y:

60

(2.6.27)

Ejercicio 2.12 Diga si la ecuacion diferencial dada es lineal en y o en x. En caso de serlo determine

su solucion general (e identifique el intervalo de definicion,).

1. F+i=1

3. (1+$2)dy+($y+x3+:v)d:n:()
4. oy =3y +2tcosz, y(2m) =0

5. ydx + (zy + 2z — ye¥)dy = 0 6. y’:m
6. xy +2y =senx

7. senm% + (cosx)y =0, y(—n/2)=1

1
eY—x

%
He

9. cost%—l—y—l =0, y(0)=-3
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2.6.6 Ecuacion de Bernoulli

A una ecuacion diferencial de la forma
dy

Lt Play = f(a)y"

con n un numero real, se le llama ecuacién de Bernoulli.

61

(2.6.28)

Sin=0o0n=1,(2.6.28) es una ecuacion diferencial lineal. Ademas si n = 1, la ecuacién se puede

resolver mediante separaciéon de variables. Asi que nos concentramos en el caso en que n # 0, 1.

Método para resolver una ecuacién de Bernoulli. Consiste en transformarla en una ecuaciéon

diferencial lineal mediante un cambio de variable, veamos.

Dividiendo ambos lados de (2.6.28) por y", resulta

d
y "+ Py = f(a)
Sea
w = ylfn

entonces d d

w _ndy

22— (1 — e

dzx ( n)y dzx
por lo cual

1 dw  _,dy

1—ndx Y dx’

Sustituyendo (2.6.30) y (2.6.31) en la ecuacion diferencial (2.6.29) obtenemos
1 dw

Zap _
0 P()w = f(2)
dw
— 4+ (1 —=n)P(x)w=(1-n)f(x)
dx
que es una ecuaciéon diferencial lineal.
Ejemplo 2.51 Resuelva x% +y =z
Sol: Primero reescribimos la ecuacion como
d 1
Lty =y
dr =

Loy =wu"t. Entonces sustituimos

dy _dydu __ odu
dr  dudr Y dx

al dividir entre . Con n = 2 tenemos u =y~

+— Regla de la cadena

en la ecuacion dada y simplificando. El resultado es

du 1
— — —u=—-x
dr =z

(2.6.29)

(2.6.30)

(2.6.31)
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El factor integrante para esta ecuacion lineal en, digamos, (0,00) es

e—fdm/x — oz _ elnm_1 — 1
d 1
— |z u| = -1
el G
Al integrar se obtiene z = —x+4cou=—2>+cx. Puesto que u = yil, tenemos que y = 1/u, asi,

una solucion de la ecuacion dada esy =1/ (—a:2 + cm).

Ejemplo 2.52 Resuelva

dy_ vy
dv  x+y32?
Sol: Note que
dy_ Yy
dv  x+y32?
_ Y
z (14 y’z)
luego la ecuacion no es de Bernoulli en la variable y, pero si la escribimos como
dr =+ y3a?
dy y

tenemos que
de = Yy’

7:f_‘_7l'

dy 'y y
d 1
iiix:nyQ
dy vy

la cual es una ecuacion diferencial de Bernoulli en . Dividiendo por x2, resulta

d 1
—2@x . 2

- =y
dy y
Sea w = x~ 1, entonces %’ = —m_zfl—z. Sustituyendo resulta
dw 1 9
_— —w = y
dy y

y resolviendo la ecuacion diferencial lineal en w obtenemos

w— —yt+c
4y
Yo que w =z, se tiene
-1 —y4 +c
€T =
4y
de donde
4y
x = 1
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Ejercicio 2.13 Resuelva dy/dx = (—2x +y)? — 7, y(0) = 0.

Ind: Use proposicion 2.6.1.

Ejercicio 2.14 Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales de Bernoulli.

~

223y =y (y* + 32?)
2. 222 + 2xyy’ = x? + 9
5. Y=L +L
4. xy + 6y = 3xy%

5. y*y + 22y = 62

6. y>dx + (Qxy — 53:3) dy=10
7. (1= a%)y — zy = Toy?

8. >y +dxyt =8z

9. (ylnzx — 2)ydr = xdy

10. o (2% + 2y) =1

2.6.7 Ecuacion de Riccati

La ecuacién

dy
- =p@)y’ +al@)y +r(@) (2.6.32)
se llama ecuacién de Ricatti.

Método de solucién: Se propone que para resolver (2.6.32) se conoce, o bien puede calcularse, una
solucion particular de la ecuacion. Sea y; una solucion particular de (2.6.32), entonces es facil mostrar
que la relacion

1
y=uy1+ - (2.6.33)
v
define una familia de soluciones de la ecuacién de Ricatti, donde v satisface cierta ecuacion diferencial
lineal, como veremos a continuacion.

Derivando (2.6.33) con respecto a x obtenemos

dy _ 2
Az N dz’

Sustituyendo esta expresion junto con (2.6.33) en (2.6.32) tenemos

v —v = p(@) <y1 + 11))2 +q(x) <y1 + 11}) + ()
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o equivalentemente

g(x)

p(@)y1 | p(x)

_odv
[ —vi +7+Q(3’3)y1+

2
= 2
Y1 T p(z)yy +

+r(x). (2.6.34)
Ahora bien, ya que que y; es solucion de la ecuacion diferencial, por lo que se cumple que

p(2)yi(z) + q(@)yi(z) +r(z),

<
—_
—
8
~—
I

lo cual reduce (2.6.34) a

VT T e ety
dv
I =~ 2p@)yio + p(z) + q(x)0]
dv
- =~ 2p(@)y1 +q(2)]v - p(2)
Es decir, v satisface la ecuacion
dv
o T 2p(@)y1 +q(@)] v(z) = —p(2),

que efectivamente es una ecuacion diferencial lineal.

Ejemplo 2.53 Resuelva sabiendo que y1 = 1/x es una solucion particular de,

dy oy 1

— =y - - — 2.6.35

dz VT2 22 ( )
Sol:Es claro que (2.6.35) es una Ecuacion de Ricatti con p(z) = 1,q(z) = —1/z,r(z) = —1/2%. En

este caso la ecuacion para v toma la forma

dv (2 1)
— 4+ -—==)v=-1
dx T

esto es
dv . 1 1
Ty = —
der =z
Un factor integrante para esta ecuacion lineal es
Multiplicando la ecuacion lineal por u(x) y resolviendo, encontramos que
.
r—+v=—=x
dz
d
—(zv) = —x
75 (@)
z? n
v =——+c
9 1
r ¢ c—a?
VD= —— _——
2z 2x
donde ¢ = 2cy. Por lo tanto, de acuerdo con (2.6.33)
1 2z
)= —+
ya)=—+-——3

es una familia de soluciones de la ecuacion diferencial (2.6.35).
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Ejercicio 2.15 Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales de Ricatti, utilizando la solucion par-
ticular vy indicada.

1. Y= —y2taoy+1l, y1==x

S

2. W (1-2")y+y? yi=e"

d
SoE =ty =3

2.6.8 Ecuacion de Clairaut

La ecuacién diferencial de la forma
y=zy + f(¥) (2.6.36)
con f una funcién arbitraria, se llama ecuacion de Clairaut.
Mostraremos que las rectas
y=cz+ f(c) (2.6.37)

con ¢ un nimero real, constituyen una familia de soluciones de la ecuacion de Clairaut y que ademés
dicha ecuacién posee la siguiente soluciéon definida en forma paramétrica por las ecuaciones

v=—f(), y=f)—tf Q. (2.6.38)
En primer lugar, derivando (2.6.37) con respecto a x se sigue que
Yy =c
y sustituyendo en (2.6.36) vemos que ésta se reduce a la identidad
cx + f(c) = zc+ f(c)

lo cual muestra que (2.6.37) es una solucién de (2.6.36) para todo c¢. Obsérvese que la expresion (2.6.37)
de esta familia de soluciones se obtiene trivialmente poniendo y’ = ¢ en el lado derecho de (2.6.36).

Por otra parte, de las ecuaciones (2.6.38) tenemos que

du "

pr —f7()

Y 0~ 0~ 170 = ()
dy dydt " 1 B
=0 () -

Sustituyendo y y % en la ecuacién diferencial de Clairaut llegamos a la identidad
fF@E) —tf'(t) = —f' (Ot + ()
De modo que efectivamente (2.6.38) definen otra soluciéon de (2.6.36).

A la solucion paramétrica se le llama solucién singular y requiere que f”(t) # 0. Note ademas que

esta solucion no se puede obtener de la familia de rectas (2.6.37).
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Ejemplo 2.54 Resuelva
y=ay +1—Iny.

Sol: La familia de soluciones es
y=cr+1—Inc

Identificando f (y') =1 —1ny/, la solucién singular estd dada por
e =—f)
y=f(t)—tf(t)

Y como
) =1t @)=

resulta

1 1
yzl—lnt—t<—> =2—Int=2—-1n—
t x

de donde, y = 2+ Inx es la solucion singular.

Ejercicio 2.16 Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales

3
Ly=xy — ()

2. y=uxy —tany

3. y—uxy =Iny

2
4 (%) + (ﬂU + a)y’ —y = 0; con a una constante.

2.7 Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales de primer orden

2.7.1 Ley de enfriamiento de Newton

Este modelo permite conocer como evoluciona la temperatura de un objeto.

Principio: “La razon de cambio de la temperatura 7' = T'(t) de un cuerpo con respecto al tiempo
t es proporcional a la diferencia entre la temperatura 7' del cuerpo y la temperatura T4 del medio
ambiente”

dT
— =k(T —Ty).

il A)

Ejercicio 2.17 Supdngase que una habitacion se mantiene a una temperatura constante de 70° y que
un objeto se enfria de 350° a 150° en 45 minutos. ;Qué tiempo se necesita para enfriar dicho objeto a
una temperatura de 80° 2.
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2.7.2 Mezclas

Vamos a considerar ahora los problemas relacionados con mezclas, en los cuales se supone que una
sustancia S fluye hacia una mezcla en un recipiente, con una cierta rapidez, y la mezcla se mantiene
uniforme mediante agitacion. Ademés, la mezcla uniforme sale del recipiente y pasa a otro. Nos interesa
determinar la cantidad de la sustancia S presente en la mezcla para el tiempo t.

Si denotamos por A(t) la cantidad de S al tiempo ¢, entonces la derivada % es la razon de cambio de
A con respecto a t. Si Ry indica la razoén, rapidez o tasa con la que S entra a la mezcla y Ry representa
la razon con la que sale, tenemos la ecuacién diferencial lineal basica

dA
~— —R -R
dt 1 2

de la cual determinaremos la cantidad A(t) de S en el tiempo ¢. A continuaciéon presentaremos algunos
ejemplos.

Ejemplo 2.55 Un gran tanque estd parcialmente lleno con 200 gal de agua en las cuales se disuelven
20lb de sal. Una salmuera que contiene 2lb de sal por galon (concentracion), se bombea al tanque con
una rapidez de 6gal/min (flujo) y la mezcla bien agitada sale a la misma tasa.

a) Halle el nimero de libras de sal en el tanque en cualquier tiempo.
b) ;Cudnta sal estd presente después de 30 min?

c) ;Cudnta sal estard presente después de un tiempo largo?

Sol: Denotemos con A(t) el nimero de libras de sal en el tanque después de t minutos. Entonces %

mide la tasa de cambio de A(t) con respecto al tiempo.

Por conservacion de masa, tenemos que

dA
——R -R
dt 1 2

donde Ry y Ry son la rapidez (o razon de entrada) con que entra y sale la sal del tanque, respectiva-
mente. Sean G1 y G el flujo volumétrico de las soluciones de entrada y salida al tanque y C1,Cy sus
concentraciones de sal. Entonces

) l b
Ry = C,Gy = <2> <6 94 > — 122
gal min min

Ry — CyGo — <A(t) lb) (6 gal > 3 A(t)l

200 ﬁ min )~ 100 min

En consecuencia, la ecuacion se reduce a

A _ 1 3 4
dt 100
o equivalentemente
dA
— + iA =12

dt 100
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la cual resolvemos sujeta a la condicion inicial A(0) = 20.
a) La solucion a este problema de valor inicial es
A(t) = 400 — 380¢ 100"
que nos da la cantidad de sal al tiempo t (en minutos).

b) Después de 30 minutos la cantidad de sal es

A(30) = 400 — 380e~ 10 = 245.501b.

¢) Después de un tiempo largo, esto es, cuanto t tiende a infinito, vemos que A se aproxima al valor
de 4001b.

Ejemplo 2.56 Suponga ahora que en el ejemplo anterior la solucion adecuadamente mezclada se bom-
bea hacia afuera a una tasa de 4gal/min. Determine A(t).

Sol: El volumen V (t) de la solucidn en el tanque varia a una razon de

(G — G2) gal/min = 2gal /min.

luego
V(t) =200+ 2t
ast que
b
R1 = 127,
min

A(t) 1b gal A(t) 2
ke (V(t) gal> < min> 200+ 2t 100 + ¢t

Por consiguiente tenemos ahora

aa =12 - 2 A
dt 100 + ¢
o bien
a2
dt 100+t
gunto con la condicion inicial A(0) = 20. Resolviendo obtenemos
3800000
A(t) =4(100+t) — ——5
(1) = 40100 +1) = =557z

2.7.3 Modelo de crecimiento logistico

Sea P = P(t) el nimero de individuos de una determinada poblacion en el tiempo ¢. Este modelo
establece que “la poblacién crece a una tasa que es proporcional al producto del tamano de dicha
poblaciéon con la diferencia entre el tamano maximo M de individuos posible de la poblacion y el

tamano de dicha poblacién”.
apP

— =kP(M - P
g ( )
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Ejercicio 2.18 La poblacion de una ciudad crece de acuerdo al modelo logistico y estd limitada a
800.000 habitantes. Si la poblacion en 1995 era de 400000 y en el 2000 de 500000 , ;cudl era la
poblacion en el ano 20057

2.7.4 Circuito RC de corriente continua

Figura 2.12: Circuito RC.

En esta figura se muestra un circuito RC de corriente continua, el cual esta formado por una malla
simple con: una fuente de voltaje V constante, un resistor R, y un capacitor C'. Cuando se conecta la
fuente, las caidas de potencial ocurren en el resistor RI y en el capacitor QQ = C.

Segunda Ley de Kirchhoff. La suma algebraica de todas las caidas de potencial en cualquier camino
cerrado de un circuito eléctrico es igual a cero.

Convencion. La corriente fluye del lado positivo (+) de la bateria o generador a través del circuito
hacia el lado negativo (-).

De acuerdo con la segunda ley de Kirchhoff de voltaje, se tiene que

Q aQ  Q
“RI+ X _RYY ¥
V =RI+ C R 7 + C
y como I = % se obtiene el siguiente modelo para un circuito RC"
dQ

Ejercicio 2.19 1. Compruebe que la solucion de la ED anterior viene dada por

Q(t) = ve (1 e )

2. Verifique que la corriente que circula por el circuito viene dada por

14
r= Yoo
3. Considere un circuito RC con R =120Q y C = TIOD farads (F). Al tiempo t = 0 se conecta una

fuente de voltaje constante V.= 120V . Si inicialmente el capacitor estaba descargado:
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a) Plantear la EDO que modela esta situacion. No olvidar la condicion inicial.
Sol.: Q' +10Q = 1.
b) Determinar cdmo cambia la carga en el capacitor Q(t).
Sol.: Q(t) =0.1 (1 — e 10f),
¢) Determinar la corriente que circula por el circuito.
Sol.: I(t) = e 107,

d) Si se desconecta la fuente cuando la carga es de 0.008C, determinar como cambia la carga en
el capacitor y la corriente que circula por el circuito después de desconectar la fuente.

Sol.: Q(t) = 0.008¢7 10 [ = —0.08¢ 1%

2.7.5 Circuito RL de corriente continua

=
00—

Figura 2.13: Circuito RL

En la figura anterior se muestra un circuito RL de corriente continua. Este circuito estd formado
por una malla simple con una fuente de voltaje V' constante, una resistencia R y una inductancia L.
Cuando se conecta la fuente, la caida de potencial en la resistencia es RI y en el inductor es L%. De
acuerdo con la segunda ley de Kirchhoff de voltaje:

dl

L—+RI=V.
dt+

Ejercicio 2.20 1. Se conectan un resistor R = 40Q y un inductor L = 0.1 henry (H) en serie
con una fuente de voltaje V- = 110 V. Si originalmente no existe corriente sobre el circuito,
determinar la corriente en el tiempo.

Sol.: I(t) = % (1 — e‘400t) )
2. Después de mucho tiempo, sa qué valor se acerca la corriente?

3. Se conecta en serie un resistor de 100 con un inductor de 2H y una fuente de wvoltaje directa
de 50 V formando un circuito RL. Determinar la corriente en el tiempo t, suponiendo que ini-
cialmente no circula corriente por el circuito. ;Cudl es la mdzrima corriente que circula por el
circuito? ;En qué tiempo se alcanza la mitad de la corriente mdxima?

Sol.: I(t) =5—5e", Iynsx =5, t=0.1386.
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Ecuaciones diferenciales lineales de orden n
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3.1 Conceptos basicos

Definiciéon 3.1 (Dependencia e independencia lineal) Se dice que un conjunto de funciones
fi(x), fa(x), ..., fn(x) es linealmente dependiente (I.d) en un intervalo I si existen constantes ci,ca,. .., cp
no todas cero, tales que

c1fi(z) + cafe(x) + -+ cnfulx) =0

para toda x en el intervalo. Si el conjunto de funciones no es linealmente dependiente en el intervalo,
se dice que es linealmente independiente (l.i). Es decir, la igualdad

c1fi(w) +eafo(x) + -+ cpfulx) =0,

para todo x € I implica que ¢1 =0,c59 =0,...,¢, = 0.

Es féacil entender las definiciones anteriores, por ejemplo, si f v g son 1.d en un intervalo I, entonces
existen constantes cq, co, no ambas nulas tales que

c1f(x) + cag(x) =0

para todo x € I. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ¢; # 0, de modo que

C2

f(@) = ——g(x)

C1

Esto es, si dos funciones son 1.d. en un intervalo I, entonces una es simplemente un multiplo constante de
la otra, para todo x en I. Reciprocamente si para alguna constante cy se tiene que f(z) = cag(z),x € I,
entonces

(=1) - f(@) + cag(x) =0
para todo = en I. Por lo tanto, las funciones f y ¢ son l.d. en I puesto que al menos una de las
constantes es diferente de cero (¢; = —1).

Concluimos entonces que dos funciones son l.i. en un intervalo I cuando ninguna es un multiplo
constante de la otra en I.

Ejemplo 3.1 Muestre que las siguientes parejas de funciones son l.d. en R.

a) f(z) =z,9(x) = 2.

b) fz) = e” g(x) = ge”.

¢) f(@) = 22 g(x) = —v/322.
Sol: En cada inciso, las parejas de funciones son claramente [.d. en R ya que una es un miltiplo escalar
de la otra. En efecto, tenemos que

a) g(x) = =2f(x), o equivalentemente 2f(x) + g(x) = 0 para todo x € R.

b) g(x) = 1 f(x), ¢ 3 f(x) + (—1)g(x) = 0 para todo x € R.

¢) g(x) = —V2f(x), 6 V2f(x) + g(z) = 0 para todo = € R.
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2

Ejemplo 3.2 Compruebe que las funciones f(x) =z y g(x) = x* son Li. en R.

Sol: Supdngase por contradiccion que f y g son l.d. en R, es decir que existen constantes c1 y ca no
simultdneamente nulas tales que
czr + CQZE2 =0, zeR

Si derivamos con respecto a x obtenemos
c1+2c0x=0, zeR

Luego, el sistema de ecuaciones lineales resultante tiene una solucion no nula (c; #0 ¢ ¢ #0). De
dlgebra sabemos que para un sistema homogéneo, ésto es posible solamente si el determinante del sistema
es cero. Asi que

r 2’

1 2z

=227 — 2 =2 =0

para todo x en R.

2 son l.d. en R nos llevé

Por consiguiente, la suposicion de que las funciones f(x) =z y g(x) =z
a concluir que 2 = 0 para todo x en R, lo cual claramente es falso. Esto nos muestra que f y g son

linealmente independientes en R.

Definicion 3.2 Sean f y g funciones derivables en el intervalo I. A la funcion definida por el deter-
minante

‘M 1) | _ fayg () - £()g(a),

f'(x) g'(x)
se le llama el wronskiano de f(x) y g(z) y se denota por W(f,g). El valor de W(f,g) en el punto x

se indicard por W (f,g)(x) o simplemente W (x).

Teorema 3.1 Sean f y g funciones derivables en un intervalo I. Si el wronskiano W (f,g) es diferente
de cero en por lo menos un punto xg del intervalo I, entonces f y g son linealmente independientes en

1.

Dem: Por contradiccion. Supongamos que W (f,g) (xo) # 0 para algin xq fijo en el intervalo I y que
f vy g son linealmente dependientes en I. Entonces existen constantes ¢1 y co no ambas cero tales que

c1f (@) + cag(x) = 0,

para todo x en I. Derivando resulta
c1f'(z) + cag'(z) = 0.

Luego, el sistema de ecuaciones tiene una solucion diferente de la trivial para cada x en I, por lo cual

W(f g)(x) =

f'(@) ¢'(z)

para todo x en I. Esto contradice la hipdtesis de que W(f,g) (xo) # 0. Por lo tanto se concluye que f
y g son linealmente independientes en I.
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—X

Ejemplo 3.3 Demuestre que las funciones f(x) = e* y g(x) = e~ % son Li. en R.

Sol: Ya que

=—ce " —ee " =240,

para todo x en R, del Teorema se concluye que f y g son l.i. en R.

En general,

Definicion 3.3 Sean f1, fo, ..., fn, funciones que tienen al menos n — 1 derivadas en un intervalo
abierto I. Para x en I, el determinante

fi(z) folz) - ful®)
W (f1, fas- o5 fn) = flfx) f2f$) fn:(x)
V@) @) B ()

se denomina el wronskiano de dichas funciones.

Definiciéon 3.4 Una ecuacion diferencial ordinaria lineal de orden n es una ecuacion que puede expre-
sarse de la forma

an(2)y™ () + an_1(2)y" V(@) + ... + a1 (2)y () + ao(z)y(z) = g(z), (3.1.1)

donde las funciones ag(x),ai(x),...,an(z) y g(x) dependen solamente de la variable x, y an(x) es una
funcidon no idénticamente nula.

Si g(z) # 0 la ecuacion diferencial lineal de orden n es no homogénea y si haciendo g(z) = 0 la
ecuaciéon es homogénea. Es decir, una ecuacién diferencial lineal de orden n homogénea viene dada por

an(2)y™ (@) + an_1(2)y" V(@) + ...+ a1(2)y (x) + ao(x)y(z) = 0. (3.1.2)

Definicion 3.5 Para una ecuacion diferencial lineal de orden n, un problema con valores iniciales de
n-ésimo orden viene dado por

n n—1
@) TY a1 ()T g () % aofa)y = 9(a)
y(@o) =vo, ¥ (@) =v1,-, y" I (20) = yn1.
Teorema 3.2 (Teorema de existencia y unicidad de solucion) Sean an(x), an—1(x), ..., a1(z),ao(x)

y g(x) continuas en un intervalo I, y sea an(x) # 0 para toda x en este intervalo. Si v = xo es
cualquier punto en este intervalo, entonces una solucion y(x) del problema con valores iniciales existe
en el intervalo y es unica.
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Teorema 3.3 (Principio de superposicion de solucion) Sean yi1,y2, ..., yr soluciones de la ecuacion
homogénea de n-éstmo orden en un intervalo I. Entonces la combinacion lineal

y = cay1(z) + coya(z) + - + cpyr(),

donde las ¢;,1 = 1,2,...,k son constantes arbitrarias, también es una solucion en el intervalo.

Teorema 3.4 Sean y1,y2,...,Yyn N soluciones de la ecuacion diferencial lineal homogénea de n-ésimo
orden en el intervalo I. El conjunto de soluciones es linealmente independiente en I si y sdlo si
W (y1,92,--.,yn) # 0, para algin xo del intervalo I.

Teorema 3.5 (Conjunto fundamental de soluciones) Cualquier conjunto yi,ya, ..., yn de n soluciones
linealmente independientes (1.i) de la ecuacion diferencial lineal homogénea de n-ésimo orden en un
intervalo I es un conjunto fundamental de soluciones en el intervalo.

Teorema 3.6 Ezxiste un conjunto fundamental de soluciones para la ecuacion diferencial lineal homo-
génea de n-ésimo orden en un intervalo I.

Teorema 3.7 Sean yi,Yy2,...,Yn, un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion homogénea
(3.1.2) en un intervalo I. Entonces la solucion general de (3.1.2) estd dada por

y(z) = aayr(z) + caya(w) + ...+ cuyn(), x €I,

donde c1,ca, ..., c, son constantes arbitrarias.

Dem: Caso cuando n = 2. Sea y una solucion e y1 y ya soluciones linealmente independientes de
az(z)y” + a1(x)y’ + ag(x)y = 0 en un intervalo I. Suponga que x =t es un punto en I para el cual
W (y1(t),y2(t)) # 0. Suponga también que y(t) = k1 y y'(t) = ko. Si examinamos las ecuaciones

ciyi(t) + caya(t) = ka
1y (8) + cays(t) = ko,

se tiene que podemos determinar c1 y co de manera unica, a condicion de que el determinante de los
coeficientes satisfaga

yi(t) ya(t)
n () a(t)

Pero este determinante es simplemente el Wronskiano evaluado en x =t y por suposicion, W # 0. Si

‘7&0.

se define g(x) = cry1(x) + coya(x), se observa que g(x) satisface la ecuacion diferencial puesto que es
una superposicion de dos soluciones conocidas; g(x) satisface las condiciones iniciales

g(t) =cyi(t) +ca(t) =k y  ¢t) = cyi(t) + coys(t) = ka;

e y(x) satisface la misma ecuacion lineal y las mismas condiciones iniciales. Debido a que la solucion
de este problema con valores iniciales lineal es unica, se tiene y(x) = g(x) o y(z) = cry1(z) + caya(x).
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Definicién 3.6 Sea y, una solucion dada de la ecuacion diferencial no homogénea en el intervalo I y
sea

Ye(x) = 191 (x) + capa(z) + .- + cayn(2)

la solucion general de la ecuacion homogénea asociada (3.1.2) en el intervalo I . Entonces la solucion
general de (3.1.1) viene dada por

y(x) = cryi () + capa () + -+ cayn(@) + Yp(@) = Ye(2) + yp(2).

Teorema 3.8 (Principio de superposicion: ecuaciones no homogéneas) Sean yp,, Yp2, - - -, Yp,, k solu-
ctones particulares de la ecuacion diferencial lineal no homogénea de n-ésimo orden en un intervalo I
que corresponde, a su vez, a k funciones diferentes gi,g2,...,gx. Es decir, se supone que y,, denota
una solucion particular de la ecuacion diferencial correspondiente

an(@)y™ + an1(@)y" Y + -+ a1 (@)y + ao(z)y = gi(x),
donde i =1,2,...,k. Entonces
Yp = Yp1 (@) + Ypo (T) + - + Y, (2)
es una solucion particular de
an(@)y™ + a1 (2)y "D 4+ ar(@)y + ao(z)y

= gi1(z) + g2(z) + - -+ + gr(z).

Ejemplo 3.4 Note que: y,, = —4x? es una solucion particular de y" — 3y’ + 4y = —162% + 24z — 8,

Ypy = e?®  es una solucion particular de " — 3y’ + 4y = 2e2*, Yps = x€®  es una solucion particular

de y' —3y + 4y = 2ze” — e”. Se tiene por teorema anterior que la superposicion de Yp,, Yps, Y Yps
Y =Up + Upp + Upy = 427+ €% + e,

es una solucion de

y" — 3y + dy = —1622% + 24z — 8 + 2% 4 2xe® — €©.

g1(z) g2() 93(x)

3.1.1 Meétodo de Reduccién de Orden
Dada una solucion y;(z) de la ecuacion diferencial de segundo orden

y' +p(x)y +qlx)y =0 (3.1.3)

puede determinarse una segunda solucion ys(z) que sea linealmente independiente con y;(x), de la
forma v(z)yi(x), para cierta funcion v(x) distinta de una constante. Luego, sea y(z) = y1(z)v(x),
entonces
/ / /
Yy =wnv +ywv

/,

y" =y” + 2510 +yiv.
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Sustituyendo las expresiones anteriores para y,y" y " en (3.1.3) y simplificando resulta

(y1v" + 2410 + yiv) + p(2) (10" + yiv) + q(2)yi (z)v =0
v (v + p(@)y) + q(@)y1) + 0" (2y) + p(z)y1) + y1v” = 0.
Y como y; es una solucion de (3.1.3), el primer término en el lado izquierdo de la igualdad anterior es
igual a cero. Asi que
v + (201 +p(@)yr) v =0
o bien
2y
G (p(w) + 1) V' =0 (3.1.4)
Y1

Luego, para que la funcion y;(z)v(z) sea una soluciéon de la ecuacion diferencial (3.1.3), v(z) debe
satisfacer la ecuacion diferencial de segundo orden (3.1.4). Notese que haciendo la sustitucion u(z) =

v'(z) entonces u'(x) = v"(z) y (3.1.4) se reduce a la ecuacion

u' + (p(a:) + 2;5) u=0 (3.1.5)

la cual es ahora de primer orden para la funcién incognita u. Es por esta razén que al método que
estamos desarrollando para calcular yo se le conoce como Método de Reduccién de Orden.

La ecuacion (3.1.5) es lineal en w y también de variables separables. Separando variables tenemos

du 24!
—=- <p(x) + yl)
u Y1

= —p(e) - 2 ()

e integrando y simplificando, obtenemos

Inu = —/p(az)dx —2Iny; +1nc

Inu = Iney;? — /p(x)da:,

donde ¢ es una constante arbitraria. Aplicando exponencial a ambos lados de la tdltima igualdad

encontramos que
u(z) = %e_fp(x)dz
Y1
Por consiguiente

Tomando ¢ = 1 tenemos el siguiente resultado.

Teorema 3.9 Si y1(x) es solucion de la ecuacion diferencial

y'(z) + p(x)y'(z) + q(z)y(z) = 0,
entonces una sequnda solucion yo(x) de (4.14) linealmente independiente con yi(x) es
e~ [ p(z)d=z

o) =nlo) [ Sy (3.1.6)

yi(z)
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Ejemplo 3.5 Dado que y1(x) = 272

es solucidn de la ecuacion diferencial
z2y" — Ty — 20y = 0, (3.1.7)
encuentre su solucion general en el intervalo (0,00).
Sol: Verifiguemos que y1(z) es solucion de la ecuacion diferencial (3.1.7). Tenemos que
yi(z) =—227%  yi(z) = 627"
Sustituyendo en (3.1.7) resulta
22y — Ty — 20y = 226274 — Tz (—2x*3) — 202
= 627> + 14z~% — 202>
=0.

Asi, efectivamente y1 es una solucion de (3.1.7). Usando el resultado (3.1.6) del teorema anterior para
determinar una sequnda solucion de la ecuacion diferencial, [.i. con y1.

Primero, reescribimos (3.1.7) en la forma

"o z I 2*(2)9 -0
x x
} _ 7
de aqui que en este caso p(x) = — y entonces

— [ p(z)dz —[—Ldx 7lnx
yi(x) (x72) T

Por lo tanto

12 12
Note que una sequnda solucion Li. con yi(x) es simplemente §a(x) = z'°. De modo que la solucion
general en (0,00) de la ecuacion diferencial (3.1.7) es

y(z) = c1z72 4 coz'?.

Ejercicio 3.1 Verifique si la funcion y; indicada es una solucion de la ecuacion diferencial dada. En

caso de serlo determine la solucion general de la ecuacion.

Ly =9y=0, y=e*
2.y +9y =0, y =cos3x
3. 2%y =22y +2y=0, y1=2x

4. 2%y 4+ 22y — 6y =0, y; = 2>
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5. 23y + 2%y +2y=0, y =sen(lnz)
6. 22y —dxy + 6y =0, y; = >
7. 2%y —dxy +4y =0, y =2
8 x4+ 1)y —4(z+1)y +4y=0, ypr=x+1
9. Y+ 2y —Hy=0, y=x
10. 2%y" + 32y =0, 3y =1
11. 2%y" + 2y — 4y =0, y = 2?
12. (1—a?)y" =22y +2y=0, y1=x
18. 2%y + 2y + (22— 1)y =0, y1=2"Y2cosz
14. 22"+ 2y =0, 3y =1
15. 2%y — 2y +y=0, y1=zlnz

16. (4cotx)y” 4+ (4 —senz)y —y=0, y; =senzx

3.1.2 Ecuaciones diferenciales lineales de orden n homogéneas a co-
eficientes constantes

Consideraremos la ecuacion diferencial a coeficientes constantes de orden n
any™ + an 1y 4+ -+ agy” + a1y + agy =0 (3.1.8)

donde ag, a1, ..., a, son numeros reales.

Es facil ver que una funciéon exponencial de la forma
y — 67’.7}

es solucion de (3.1.8) si y solo si r es una raiz de la ecuacion auxiliar o ecuaciéon caracteristica de la
ecuacion diferencial (3.1.8),

1+...+a2r2+a1r+a0:0, (319)

anr" + ap_1r""

No podemos hacer un anélisis general de las raices de la ecuacién auxiliar ya que pueden aparecer

muchas combinaciones si n es mayor que dos. Por ejemplo una ecuacién de quinto grado puede tener

cinco raices reales diferentes, tres raices reales diferentes y dos raices complejas, una raiz real y cuatro

complejas, cinco raices reales e iguales, cinco raices reales con tres de ellas iguales, y asi sucesivamente.
En su lugar mencionaremos los siguientes tres casos.

Caso 1. Si todas las raices de (3.1.9), 71,79, ...,7r,, son reales y distintas entonces la soluciéon general
de (3.1.8) es
y=cre"" + e + ...+ cpe™.
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Caso 2. Si r1 es una raiz de multiplicidad k& de (3.1.9), es decir k raices son iguales a r1, entonces
correspondiendo a esta raiz se tienen las siguientes k soluciones L.i. de (3.1.8)

T $26r1m

k—1 _rzx
, e ,e X e

y la solucion general de (3.1.8) debe contener la combinacion lineal

c1€"% + come™® 4 3l 4 4 ¢z len?,

Caso 3. Cuando r; = a+1if es una raiz compleja de multiplicidad & de (3.1.9), su conjugado ro = a—if
es también raiz de multiplicidad k. En este caso, la solucion general de la ecuaciéon diferencial (3.1.8)
debe contener una combinacién lineal de las siguientes 2k soluciones L.i.

k—leax

e cos Bz, xe®® cos B, 2 cos Bz, . .., x cos A,

€™ sen Sz, ze™® sen Bz, £2e°” sen Bz, . .., " 1e®® sen Sz

Caso particular n = 2: Estudiaremos la ecuacion diferencial de la forma
ay” +by +cy=0 (3.1.10)

donde a,b,c € Ry a # 0.

Al igual que antes, para estas ecuaciones se propone una solucién de la forma

luego

y sustituyendo en la ecuaciéon resulta

ar’e™ + bre’® +ce’* =0

e’ (ar2 + br + c) =0.
Sir es una raiz de la ecuaciéon ecuacion auxiliar
2 _
ar® +br+c=0,

segin sean las raices de esta ecuacion: reales y distintas, reales e iguales o complejas se tienen los
siguientes casos.

Caso 1. Si r; y 79 son raices reales y distintas entonces y; (z) = €% y yo(x) = €% son dos soluciones
linealmente independientes de la ecuacion diferencial (3.1.10), de donde su solucion general viene dada
por

y(x) = c1e™* + coe™”.

Caso 2. 5i las raices son reales e iguales entonces r; = rp = —% = r. Asi que, una solucioén de (3.1.10)

es yi(z) = €.
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Podemos encontrar una segunda solucion yo linealmente independiente con y; empleando la férmula
(3.1.6), del método de reduccion de orden estudiado en la seccion anterior. "Tememos

= zy1(z)
Luego, para obtener una segunda solucién linealmente independiente con y; (), basta con multiplicar
y1(x) por z.

Asi, la solucion general de (3.1.10) en este caso viene dada por

y(z) = 1™ + coxe™.

Caso 3. Supongamos finalmente que las raices son complejas y denotémoslas por
rr=a+ib; r=a-—1if

Entonces dos soluciones l.i. de la ecuacion diferencial son

(a+iB)a

yi(r) = e o ya(r) =T,

Sin embargo, estamos interesados en encontrar soluciones con valores reales. Tenemos que y(z) =
krelatiBlz 4 poela=iB)z o5 solucion de la ecuacion diferencial, para cualesquier constantes kq v ko.

Pero, de la formula de Euler se sigue que
y(:n) _ kleax—l—iﬁx + erax—iﬁx
_ kleaxei,@:c + k2eaxe—iﬁx
=™ (k:lewx + kQC_iﬂx)
= €™ [k1(cos Bz + isen Sx) + ka(cos Sz — isen fx)]
= e [(k1 + ko) cos fx + (k1 — ko) i sen Sz
Ahora bien, si en particular tomamos k1 = ko = %, obtenemos que la funcién
y1(z) = e**(cos fz 4+ 0) = e** cos fx

es una solucién de la ecuacion de variable real con valores reales. Analogamente, si k1 = —5; k2 = 5

resulta la funcion

ya(x) = " [O + (—; — ;) isen Bw} = e¢* sen Bz,
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que también es una solucién de la ecuaciéon que toma valores reales. Por lo tanto, dos soluciones de la
ecuacién diferencial linealmente independientes con valores reales son

y1(x) = e* cos fx;  ya(x) = e** sen fx.
Asi, la solucion general de (3.1.10) viene dada por
y(x) = € (c1 cos B + casen fx) .

Ejemplo 3.6 Resuelva
y' =3y=0

Sol: La ecuacion auziliar de la ED viene dada por

r2—3=0.
Las raices caracteristicas son r1 = /3, 1o = —/3, de donde, dos soluciones 1.i. de la ecuacion son
y(a) =eV™, p(e) =V

Por lo tanto, la solucion general de la ecuacion diferencial es

y(x) = c1eV3% 4 cpe V3,

Ejemplo 3.7 Resuelva
y" — 16y’ + 64y = 0.

Sol: La ecuacion auxiliar es
r® — 16r + 64 = 0.

Sus raices son r1 = ro = 8. Por lo tanto, dos soluciones linealmente independientes son

8x

yi(z) = e, yo(z) = ze®”.

Ast, la solucion general de la ecuacion diferencial es

y(z) = (c1 + cax) €.

Ejemplo 3.8 Resuelva

y// + y/ +y= 0.
Sol:La ecuacion auxiliar es

P 4r+1=0

cuyas raices son

1 3
T1=2+\2fi; rg = —

1
2
De donde, dos soluciones linealmente independientes son

3
Y1 (.’I)) = eiéz CcOS 7377 yQ(x) = eié sen
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Por lo tanto, la solucion general es

1, V3 V3
y(z) = e 2% | ¢1 cos 7%-{—62 sen - | .

Caso particular n > 2:

Ejemplo 3.9 Resuelva
y @ — " — 7+ + 6y = 0. (3.1.11)
Sol: La ecuacion auziliar de (3.1.11) es

P =3 T2 4 r+6=0
(r=1)(r+1)(r+2)(r—3)=0

cuyas raices son
rm=1, mr9=-1, r3=-2, ry=3.

Luego, cuatro soluciones linealmente independientes de la ecuacion son

yi(z) =€ pz)=e % y3(z)=e 2, yu(z) =€
y la solucion general de (3.1.11) es
y(z) = c1e” + coe” * + c3e 2 4 cyed”.
Ejemplo 3.10 Resuelva
y© — 8y 1 17y 4 6y — 44y + 8y + 32y = 0. (3.1.12)

Sol: La ecuacion auziliar de (3.1.12) es

7 — 8% +17r! 4+ 6r° — 44r® + 8r +32 =0
(r—2)3(r—4)(r+1)*>=0.

De la iltima expresion es claro que las raices de la ecuacion auxiliar, con sus respectivas multiplicidades

son
ry =2, de multiplicidad tres;

ro = 4, de multiplidad uno (raiz simple)
rg = —1, de multiplicidad dos (raiz doble)

Tomando en cuenta cada raiz y sus multiplicidades respectivas, tenemos las siguientes soluciones l.1.
de (3.1.12)

e xe®® x2e®®  correspondientes a la raiz T = 2,
e correspondiente a la raiz 1o =4,
e T .xe™®  correspondientes a la raiz 13 = —1

Por consiguiente la solucion general de (3.1.12) es

Y= (01 + cox + 631E2) €% + ™ + (c5+ coz) e ",
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Ejemplo 3.11 Resuelva
y W — 2y 42" — 2/ 4y =0. (3.1.13)

Sol:La ecuacion auxiliar es
=23 422 —2r+1=0

(r—=1%*(?*+1)=0
cuyas raices son
ry =1, de multiplicidad dos;
ro =1, de multiplicidad uno;
r3 = —i, de multiplicidad uno.

De donde, la solucion general de (3.1.13) es

y(x) = c1€” + cowe” + c3senx + ¢4 cos T.

Ejercicio 3.2

2. y® —16y =0

3. y@ +13y" + 36y =0 5. y™* 4+ 32" + 256y = 0

4. y" —3y" — 10y =0

5. y" +y"+y —3y=0

6. y"+3y"+2y=0 con y(0)=1 y(0)=2; y"(0)=-1

7. yW 4+ 5y +4y=0 con y(0)=3; ¥ (0)=0; ¢'(0)=0; y"(0)=-3

3.1.3 Meétodo de Coeficientes Indeterminados

Este método nos permite encontrar una soluciéon particular y,(x) para las ecuaciones diferenciales
lineales de segundo orden de la forma

d’y . dy
— — = 1.14
as2 + bdm +cy = g(x) (3 )

donde a, b, c son constantes y

bk + b1z 1+ 4+ b +by funciéon polinomial

(2) e funcién exponencial
g\r) = )
sen(bx) funcion seno
cos(bx) funciéon coseno

El método es aplicable también cuando la funcion g(z) en (3.1.14) consiste de una suma y produc-
tos finitos de funciones polinomiales, exponenciales, seno y coseno. Asimismo, pueden considerarse
ecuaciones diferenciales no homogéneas con coeficientes constantes de orden superior.
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Observacion: El enfoque del método de coeficientes indeterminados que presentamos en esta seccion
se basa esencialmente en tres principios u observaciones que la prdactica de derivacion de funciones nos
ha ensenado.

1. Cuando derivamos un polinomio, el grado de éste disminuye en uno.

Si g(x) = bpa® +bp_12¥ 14+ bix 4+ bg entonces ¢'(z) = kbpaF 1+ (k— 1)bp_12F 24 -+ by.
Evidentemente si derivamos dos veces g, su grado disminuye en dos.

2. Al derivar una funcion exponencial, la funcion ¢asi no cambia”. Si g(x) = e** entonces ¢'(x) =
ae® = ag(x). La derivada es casi la funcion g (salvo por la constante multiplicativa a ).

3. Si derivamos g(x) = senmax pasamos al coseno: ¢'(x) = mcosma.

Si derivamos g(x) = cosmax pasamos al seno: ¢'(r) = —msenmaz.
Si derivamos dos veces g(x) = senmx regresamos casi a g(z), g"(z) = —m? sen ma.
Si derivamos dos veces g(x) = cosma regresamos casi a g(x), g"(x) = —m? cos m.

Luego, es razonable pensar que una solucion particular de (3.1.14) tendrd la misma forma que g(z),
excepto cuando g es una solucion de la ecuacion homogénea.

En esencia, el método consiste en proponer una solucion particular de (3.1.14) que contenga uno o
maés coeficientes desconocidos. Entonces sustituimos esta solucién propuesta en la ecuacion diferencial
y escogemos los coeficientes de tal manera que la funcién efectivamente satisfaga la ecuacion.

A continuacion discutiremos algunos casos para hallar una solucién particular de (3.1.14), dependiendo
de la forma de g(x).

Caso L. g(z) = Py (2) = apa™ + ap_12" ' + - + a1z + ao.

En este caso la ecuacion diferencial (3.1.14) toma la forma

de dy _ n n—1
a—= +b—"+cy =apx" + an_1x + -+ air + ag. (3.1.15)
dz? dz

Proponemos una solucién particular de la forma
Yp(2) = Apa™ + Ap_12" 1 4o Aga® + Ajz + Ag.
Sustituyendo yy,y, v v, en (3.1.15) resulta

a [n(n — I)Anac”_2 4 2A2] +b [nAna:”_l 4 AI] +
C(AnCL‘n + Anilxn—l 4o +AO) = apa" + anilxn—l + -+ oap,

o equivalentemente

cApx™ + (cAp_1 +nbAy) ™1+ 4 (cAg + DA1 + 2a4A2) = anz™ + ap_12" 4 -4 ag, (3.1.16)
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y comparando coeficientes obtenemos el sistema de ecuaciones

cA, = a,

nbA, + cA,_1 = an—1

QCLAQ + bA1 + CA() = ayg.

Si ¢ # 0 de la primera ecuacién determinamos A, y de las restantes los demés coeficientes.

Si ¢ = 0 pero b # 0, el polinomio en el miembro izquierdo de (3.1.16) es de grado n— 1 y dicha ecuacién
no puede satisfacerse. Asi que si ¢ = 0 proponemos

yp(x) = (Anx" + Ay N+ Agr? 4+ Ay + Ao) ,

y procedemos como antes para determinar A,, A,_1, ..., Ag. Notese ademaés que si ¢ = 0 una constante
es solucion de la ecuacion diferencial homogénea.

Si tanto b = 0 como ¢ =0 ( 1 y = son soluciones de la homogénea), se propone
yp(z) = x> (Anx” + Ay Aoz + Ay + AO) ,

aunque ahora la ecuacion diferencial puede integrarse directamente.

Ejemplo 3.12 Resolver

' +3y +2y=32—z+1. (3.1.17)

Sol:La solucion general de (3.1.17) tiene la forma y = y. + yp, donde y. es la solucion general de la
ecuacion homogénea

' +3y +2y=0 (3.1.18)

Y yp es una solucion particular de (3.1.17). La ecuacion auxiliar de la ED viene dada por r2+3r+2=0,
cuyas raices son ry = —1 y ro = —2. Luego

ye(x) = c1e™® + coe™ 2.
Por otra parte, proponemos una solucion particular de la forma

yp(z) = Ax® + Bx + C

ya que el lado derecho de (3.1.17) es un polinomio de grado 2y 0 no es raiz caracteristica. Tenenemos
que y, = B+ 2Az,y; = 2A y sustituyendo en (3.1.17), resulta

2A+3(2Az + B) +2 (A2* + Bz +C) =32 —2 + 1
2422 + (6A+2B)x +2A+3B+2C =32> — 2 + 1
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Comparando coeficientes en la ltima igualdad obtenemos el sistema de ecuaciones lineales
2A=3
6A+2B=-1
2A+3B+2C =1

del cual se sigue que
Asi que

y la solucion general es

3 13
y(x) = cre™" + cae” 2 + §LU2 — bz + 5

Caso II. g(z) = e**P,(z), donde P,(x) es un polinomio de grado n.

Tenemos ahora la ecuacién
d
a—>5 +b—= + cy = e** P, (x) (3.1.19)
x
Son posibles los siguientes subcasos.

a) a no es una raiz de la ecuacién auxiliar ar? + br + ¢ = 0. En este caso, es preciso hallar una
solucion particular de la forma

yp(z) = (An$” + Ay Ao) e = Qp(x)e™.
En efecto, introduciendo y,,, y;, y y;,’ en (4.32) y dividiendo por e** se sigue que
aQl(x) + (2aa + b)Q, (z) + (ae® + ba + ¢) Qn(x) = Py(z). (3.1.20)

Ya que grad (Qn(z)) = n, grad (Q)(z)) = n — 1y grad (Q)(x)) = n — 2, los polinomios en ambos
miembros de (3.1.20) son de grado n. Igualando los coeficientes de las mismas potencias de x se
obtiene un sistema de n + 1 ecuaciones que determina los valores de A,,, A,_1,..., Ap.

b) « es una raiz simple de la ecuacién auxiliar. En este caso aa? + ba + ¢ = 0, de modo que en
lado izquierdo de (3.1.19) se tiene un polinomio de grado n — 1 y dicha igualdad no puede satisfacerse
sin importar cuales sean los valores de A,, A,_1,..., Ag. Debido a esto, ahora buscamos una solucion
particular en la forma de un polinomio de grado n + 1 sin término independiente (pués éste se anula
durante la derivacion) por e®*. Asi hacemos

yp(x) = 2Qp(x)e™”.

¢) a es una raiz doble de la ecuaciéon auxiliar. Entonces aa? +ba+c =0, y 2aa+b =0 (a = —b/2a
es la raiz doble), de manera que el lado izquierdo de (3.1.19) se reduce a aQ! (x) y para satisfacer la
igualdad se requiere buscar una solucién particular de la forma de producto de e** por un polinomio
de grado n + 2. Los términos independiente y lineal se anulan al derivar dos veces, por lo que pueden
omitirse en la forma de y,. Por consiguiente en este caso proponemos

Yp(2) = 2°Qn(2)e™”
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Ejemplo 3.13 Resuelva

Sol:En este caso la ecuacion caracteristica es r> + 4r +4 = 0 y tiene las raices 11 = ro = —2, por lo

que

Ye(x) = cre™ % + cowe™ >

es la solucion general de la ecuacion homogénea y" + 4y’ + 4y = 0.

Buscamos ahora una solucion particular de la forma
— A 3x
Yp(x) e’”.
Al derivar y sustituir en (3.1.21) tenemos

94> + 124> + 443" = 37
25437 = 37,

_ 1
por lo cual A = 5

_ 1 3x
yp(x) - 256
y la solucion general de (3.1.21) es
3ac‘

1
y(x) = cre™* 4 core ™ + 25 ¢

Caso III. g(x) = P(x)e*” cos Bz + Q(z)e™* sen Bz, donde P(z) y Q(x) son polinomios.

Podemos examinar este caso en forma anéloga al caso II, usando que

ei/g’x + e—i,B:c eiﬁx _ e—iﬁx
cosﬁx:f, sen fr = T
1

iBx —ifx iBx _ —ifx
g(z) = Pl)e (S8 ) 4 Qapers (28—
2 21
1

2i

por lo cual

1 1 1 a—if3)x
= {QP(.@) + §P(x) — 2ZQ(JU)] ela—ib)z,

Y considerando de manera independiente las partes real e imaginaria, podemos hallar soluciones que

o] e |

no contengan nimeros complejos de la siguiente forma:

a) Si a+ 40 no es raiz de la ecuacion auxiliar, buscamos una solucion particular de la forma
yp(z) = u(z)e*” cos B + v(z)e™” sen fx, (3.1.22)

donde u(x) y v(z) son polinomios cuyo grado es igual al mayor de los grados de P(z) y Q(z).

b) Si a + if3 es raiz de la ecuaciéon auxiliar, hacemos

yp(z) = x [u(x)e®” cos fx + v(x)e™” sen [z (3.1.23)
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con u(z) y v(x) como antes. Un caso particular es cuando g(x) tiene la forma
g(z) =acosfx +bsenfx, a,beR,

es decir P(x) y Q(x) son de grado cero y o« = 0. Entonces los resultados anteriores se reducen a los
siguientes:

a.1) Si fi no es una raiz de la ecuacion auxiliar, buscamos una solucion de la forma

yp(z) = Acos fz + Bsen fx

b.1) Si i es una raiz de la ecuacion auxiliar, proponemos
yp(x) = (A cos Sz + Bsen fx).

Finalmente enfatizamos que las formas propuestas (3.1.22) y (3.1.23), para la solucién particular,
también son validas cuando P(z) =0 o Q(x) = 0 y en el caso particular cuando a =0 0 b= 0.

Ejemplo 3.14 Resuelva
y" +y' = cos2z (3.1.24)
Sol:La ecuacion caracteristica r> +r = 0 tiene por raices ri = 0,79 = —1, por lo que
y(z) =c1 +coe”®

En este caso se propone
yp = Acos 2z + Bsen 2x.

Sustituyendo yp,y;, Y y;,’ en (3.1.24) encontramos que

(—4Acos2z —4Bsen2z) + (—2Asen2z + 2B cos 2x) = cos 2x
(—4A +2B)cos2x + (—2A — 4B) sen 2z = cos 2z,

por lo cual
—4A+2B =1
—2A—-4B =0
Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos
1 1
A=—-—- B=—.
5’ 10

En consecuencia

1 1
yp(x) = 7 cos 2z + Tl 2x

y la solucion general de (3.1.24) es

1 1
T — —cos2zx + — sen 2x.

y(x) = c1 + cae” : 10

Ejercicio 3.3 Encuentre las solucion general de la ecuacion diferencial

1. y" + 25y = 10sen 5x.

2. y" — 2y — 3y = xe> +senx.
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3.1.4 Meétodo de Variacion de Parametros

Este es un método general para determinar una solucién particular de una ecuacién diferencial lineal.
Sin pérdida de generalidad, consideremos la ecuacion lineal de segundo orden escrita como

y" +p(@)y +a(x)y = g(z). (3.1.25)
El método consiste en buscar una solucién de la forma
Yp(2) = ur(x)y1(z) + uz(z)y2(2) (3.1.26)

donde y; y y2 son dos soluciones Li de la ecuacion diferencial homogénea asociada, y up,us son dos
funciones a determinar de modo que (3.1.26) sea una soluciéon de (3.1.25) y satisfagan una condicion
arbitraria, pero seleccionada de tal forma que se simplifiquen los calculos.

Derivando (3.1.26) se tiene que

Yp = uhy1 4 ury) + uhys + usyh
= (w1yy + u2ys) + (uhy1 + usy2) -

Podemos simplificar esta expresion, imponiendo a 41 y us la condiciéon de que
uiyL + upy2 =0
En tal caso
Yp = Uy + U2y
y por consiguiente
Yp = uiyy + uryy + uhys + ugys.
Sustituyendo las expresiones de yp, y]’,, yg en (3.1.25), y usando el hecho de que y; y y2 son soluciones
de la ecuacién diferencial homogénea, resulta
uiyh + gy + upys +uzys +p (wyh + uays) + ¢ (wyr + uye) = g(x)
ut (i +py1 +ayr) + w2 (y5 +pys + qye) +uiyl + upys = g(2)
uiyh + uayy = g()
Asi, buscamos una soluciéon particular de la forma (3.1.26), con ui,us funciones que satisfacen las
ecuaciones
iy + ubys = 0, (3.1.27)
uhyy + usys = (). (3.1.28)
Es facil resolver el sistema de ecuaciones (3.1.27)-(3.1.28) para las incognitas v} y u), empleando la
regla de Cramer. Obtenemos

(@) _pa(x)g(x) () = ylgiiigx) (3.1.29)

W(l') ) u2
donde W (z) denota al wronskiano W (y1,y2) (z). Finalmente, integrando las expresiones (3.1.29) re-
sulta

ui(x) = —/yQ(MJi)(gx(f)da:, ug(x) :/yl(wj/:)(gx(f)dx (3.1.30)

Sustituyendo (3.1.30) en (3.1.26) se obtiene la solucion particular deseada.
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Ejemplo 3.15 Resuelva la siguiente ED
y' =2y +2y =e"secx (3.1.31)
Sol: Deteminamos primero la solucion general de la ecuacion homogénea asociada a (3.1.31), a saber
y' =2y +2y=0 (3.1.32)
La ecuacion caracteristica de (3.1.32) es
2 —2r+2=0
y sus raices sonry =1+1 yre =1—1. En consecuencia
Yo =€ (c1cosx + casenz) .

Denotemos por
y1 = e cosx, 1y =e"senx

Luego

e’ cosx e’senw 9
=e™.

W (y1,y2) =

(cosx —senz)e® (cosx + senz)e”

Buscamos una solucion particular de (3.1.31) de la forma y, = w1y + uzy2, donde las funciones uy y
ug se calculan utilizando las ecuaciones (3.1.30). Se tiene que

ul(x)——/(e senz) (e Secx)d:n——/tanxdw-ln]cosx\

eQ:v

un() = / (e* cos :L‘)2iex sec ) _ /d:n .

e
Luego
yp = (In|cosz|) (e cosx) + ze” senx

y por lo tanto, la solucion general de la ecuacion diferencial no homogénea (3.1.31) estd dada por

Y="Yc+Yp

=e”(c1cosx + casenz) + (In|cosz|) (e* cosz) + xe® senx

Ejemplo 3.16 Resuelva la siguiente ecuacion diferencial

! / 67227
Y +4y +4y = 2 @ >0 (3.1.33)

Sol: Puesto que la ecuacion caracteristica es
T dr+4=(r+2)"=0

se sigue que
Ye(x) = kie™2% 4+ koxe 2",
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Sean y1 = e~ 2% y yo = xe 2*. Entonces

e—2:c xe—2:c

—4x
W (1. 1) = ' 2e (1—20)e |

Usando las expresiones (3.1.30) obtenemos

up () = —/ (me_%) (x_Qe_%) dr = — / %dm =—Inz

6—41‘

2x( -2 72:13
ug(z) = / e dx = /dx =——

1
yp = —(Inz)e > — <) re 2

xT

Asi que

—(Inz)e 2% — e 2

Por consiguiente la solucion general de (3.1.33) es

Y=Y+ Yp
= (k1 + koz) e — (Inz)e 2 — 722,

Ya que ki es una constante arbitraria, ndtese que podemos escribir la solucion de (3.1.33) simplemente
como
y=(c1 4 cox) e — (Inx)e 2,

siendo c1 = k1 — 1 y co = ko constantes arbitrarias.

Ejercicio 3.4 Para la ecuacion diferencial
zy” + 2 — xy = 2€**. (3.1.34)

a) Compruebe que las funciones y1 = x~1e* ys = x~te™®, forman un conjunto fundamental de

soluciones en el intervalo (0,00) de la ecuacion diferencial homogénea correspondiente.

b) Obtenga la solucion general de la ecuacion no homogénea dada.

Ejercicio 3.5 1. Enlos problemas 1 a 12, obtenga una solucion particular de la ecuacion diferencial
dada, utilizando el método de variacion de pardmetros. FEscriba la solucion general de la ecuacion
diferencial.

1. y"+y=tanz
2.y" +y=cscx
3.y +4y +3y = 1+ez
4.y +3y + 2y =ze®
54" 46y +9y = -
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6. y" — 4y + 4y = e** arctan x
7. 9" — 3y + 2y = e* sen 2x

8. y" + 5y + 6y = sene”

9. y" — 6y +9y=e3*Inx

10. y' +y =xsenx

—2x

11y + 4y + 4y = G5
22
12. 9y — 12y + 4y = \/613_7

2. En los problemas 13 a 15 determine la solucion general de la ecuacion diferencial no homogénea
dada, usando que la funcion y; indicada es una solucion de la ecuacion homogénea correspon-
diente.

13. 2%y — 2y = 2’ Inzx, 1y =2

Y. 22y +ay —y=121, y ==z

x?

15. 2%y" + zy +y =tanlnz, vy =coslnz

3.2 Abplicaciones de las ecuaciones diferenciales lineales de segundo
orden

3.2.1 Movimiento Armoénico Simple

Supoénga que un cuerpo de masa m esta sujeto al extremo de un resorte flexible (de peso despreciable),
suspendido de un soporte rigido. Cuando el peso estd en reposo, describimos su posiciéon como la
posicion de equilibrio. Si el cuerpo se desplaza hacia abajo una cierta distancia y luego se suelta, estara
bajo un movimiento vibratorio alrededor de la posicion de equilibrio (ver figura 5.1). Nuestro proposito
es estudiar el movimiento del cuerpo, conocido como movimiento arménico simple, en el cual se ignora
cualquier fuerza de friccién con el medio que lo rodea.

[+s

Resorte libre

Posicion de equilibrio
mg-ks=0

Cuerpo en movimiento

Figura 3.1: Sistema masa-resorte.

En este caso, las tinicas fuerzas que actian son:
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- Una fuerza de restitucion, f,., opuesta a la direccion del alargamiento y proporcional a su magnitud
(Ley de Hooke). En términos simples f, = kd, donde k es una constante de proporcionalidad y d la
magnitud del alargamiento.

- El peso del cuerpo, dado por W = mg.

Adoptaremos la siguiente convencion. Todas las cantidades (desplazamiento, velocidad, aceleracion
y fuerza), medidas hacia abajo desde la posiciéon de equilibrio se consideraran como positivas. Las que
se miden hacia arriba, son negativas.

En la posicién de equilibrio
mg — ks =0
Ahora, al desplazar el cuerpo de esta posiciéon en una magnitud x y soltarla, de la Segunda Ley de
Newton se sigue que

d2
mﬁf =mg—k(s+z)
=mg — ks — kx
y usando la condicién de equilibrio, resulta
d’x

El signo negativo indica que la fuerza de restituciéon del resorte acttia en direccién opuesta a la del
movimiento.

Podemos escribir la ecuacion (3.2.1) en la forma

di:c + E:c =0
2 = m~
o bien
d2
Jf +wlz =0 (3.2.2)

donde w? = k/m.

La ecuacion (3.2.2) es la ecuacion diferencial del movimiento armoénico simple o movimiento vibra-
torio no amortiguado. Hay dos condiciones iniciales asociadas con (3.2.2), a saber

z(0) =z, 2'(0) = vy,

que representan el deplazamiento y velocidad iniciales, respectivamente. Por ejemplo, si xg < 0y vg > 0
entonces el movimiento se inicia en un punto que esta |xg| unidades arriba de la posicion de equilibrio
y con una velocidad inicial dirigida hacia abajo. Si zg > 0 y vg = 0, la masa est4 inicialmente en reposo
a zo unidades abajo de la posiciéon de equilibrio.

La ecuacion auxiliar de (3.2.2) es

cuyas raices son imaginarias puras
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En consecuencia, la solucion general de la ecuacion diferencial (3.2.2) es
x(t) = ¢1 coswt + cg sen wt, (3.2.3)

donde ¢; y co son constantes que dependen de zg y vyp.

Noétese que independientemente de los valores de ¢; v ca, la ecuacién del movimiento arménico simple
(3.2.3), define una funcion periodica de periodo T' = 27 /w y describe un movimiento ideal en el que el
cuerpo se mueve alternadamente hacia arriba y hacia abajo de la posiciéon de equilibrio, infinitas veces.

El periodo T es el tiempo necesario para que se complete un ciclo y su reciproco f = 1/T se llama
la frecuencia. El desplazamiento méaximo del cuerpo, medido desde la posiciéon de equilibrio, se llama
la amplitud.

Ejemplo 3.17 Se encontré experimentalmente que un peso de 4 lb estira un resorte 1/2 ft. Si el peso
se suelta desde la posicion de equilibrio con una velocidad dirigida hacia abajo de 4 pulg/s, determina:

a) La ecuacion diferencial y condiciones iniciales que describen el movimieno.
b) La ecuacion del movimiento.

¢) La posicion, velocidad y aceleracion del peso 2 sequndos después.

d) El periodo, la frecuencia y la grifica de la solucion.

Sol: Segun la Ley de Hooke tenemos que

de donde

Ademas m = W/g=4/32 =1/8 slug.

a) Luego, de (3.2.2), la ecuacion diferencial que describe el movimiento es

d*x L 8 0
2oL 2 =
ez 1/8
o bien
d’x
sujeta a las condiciones iniciales
1

b) La ecuacion auxiliar de (3.2.4) es r? + 64 = 0, cuyas raices son r = +8i. En consecuencia la
solucion general de (3.2.4) viene dada por

x(t) = ¢1 cos 8t + co sen 8t.
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La condicion incial x(0) = 0 implica que c; = 0, mientras que z'(0) = 1/3 conduce a 8¢y = 1/3. De
modo que ¢c1 = 0,c9 = 1/24 y la solucion requerida es

(t) = - sen8t
xz(t) = — sen

24

¢) La posicion, velocidad y aceleracion del peso 2 sequndos después, estdin dadas, respectivamente
por

1
z(2) = o7 e 16 = —0.011996

1
7'(2) = 3 o8 16 = —0.31922,

8
2"(2) = 3 sen 16 = 0.76774,

lo cual indica que el cuerpo se encuentra a 0.011996ft arriba de la posicion de equilibrio moviéndose
hacia arriba.

d) El periodo y la frecuencia son

2T o7 4

T = — = — = —.

8 4’ / T
Claramente, la amplitud es de 1/24ft. La solucion muestra que una vez que el sistema se pone en
movimiento, permanece en tal estado con la masa desplazindose alternadamente 1/24ft hacia cada

lado de la posicion de equilibrio x = 0. La grdfica se muestra en la figura 5.2.

3.2.2 Movimiento Vibratorio Amortiguado

En la seccién anterior se supuso que no actian fuerzas retardadoras sobre la masa en movimiento,
lo cual no es cierto a menos que se encuentre suspendida en un vacio perfecto.

Vamos a considerar ahora el efecto de la resistencia del medio sobre la masa. Supongamos que sobre
el cuerpo actia una fuerza amortiguadora, dada por un multiplo constante de la velocidad C‘%. De la

segunda ley de Newton, en ausencia de fuerzas externas, se sigue que

A2z dx
moE = ke =By

donde (8 es una constante de amortiguacion positiva y el signo se debe a que la fuerza amortiguado-
ra actiia en direccién opuesta al movimiento. Obtenemos asi la ecuaciéon diferencial del movimiento
vibratorio amortiguado libre

>z  pBdr k
@ Tmar "m0
o bien
d*x dz 9
— 4+ 2\ — = 2.
dt2+ )\dt—l—wx 0 (3.2.5)

con 2\ = 3/m y w? = k/m. La ecuacién auxiliar de (3.2.5) es

r2 4+ 2 r +w? =0



3.2. Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden 97

cuyas raices estan dadas por
=N+ VA —w? ra=-A— VA —w? (3.2.6)

Dependiendo del valor de A2 — w?, distinguimos los tres casos siguientes.

Caso 1. Movimiento Sobre-Amortiguado. Si A2 —w? > 0, las raices (3.2.6) son reales y distintas,

y en consecuencia la solucion general de (3.2.5) es

x(t) = e M (cle VAT e 2_‘”%) (3.2.7)
que representa un movimiento suave y no oscilatorio.

XA Xa

A ——

[ 4
~ ¥

Figura 3.2: Movimiento sobreamortiguado.

Caso 2. Movimiento Criticamente Amortiguado. Si A\> —w? = 0 la solucién general de (3.2.5) es
z(t) = e M (¢ + eot) (3.2.8)

puesto que 1] =719 = —A.

x A x A

~V
Vv

Figura 3.3: Movimiento criticamente amortiguado.

Un examen de las derivadas de las soluciones (3.2.7) y (3.2.8), de los casos 1 y 2 respectivamente,
permite ver que estas funciones pueden tener a lo més un méximo relativo o un minimo relativo para
t > 0, por lo que el cuerpo puede pasar a lo més una vez por la posiciéon de equilibrio.

Caso 3. Movimiento Subamortiguado. Si A? —w? < 0, las raices (3.2.6) son complejas y se pueden

r1 =X+ Vw2 =A%, 1ro=-\—Vw?-— )\,

escribir como
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de modo que la solucion general de (3.2.5) es en este caso

z(t) = e M (cl cos Vw? — A2t + ey sen Vw2 — >\2t> : (3.2.9)

Ahora, el movimiento es oscilatorio, pero la amplitud de las oscilaciones tiende a cero cuando ¢ tiende
a infinito.

Ejemplo 3.18 Se encontré experimentalmente que un cuerpo de 4 Ib estira un resorte 6 pulgadas. El
medio ofrece una resistencia al movimiento del cuerpo numéricamente igual a 2.5 veces la velocidad
instantdnea. Encuentre la ecuacion del movimiento si el peso se desplaza 4 pulgadas por debajo de la
posicion de equilibrio y se suelta.

Sol: La ecuacion diferencial del movimiento es

4 d’x dx
Y _Qr— 925~
sz - oty

o equivalentemente
P 90 4 64z =0 (3.2.10)
— — T = 2.
dt? dt

Las condiciones iniciales son 1

La ecuacion auziliar de (3.2.10) es r? +20r + 64 = 0 y sus raices son 1 = —4,19 = —16, de modo que

z(t) = cre™ 4 cpe 168,
La condicion x(0) = 1/3 implica que
c1+c=< (3.2.11)
en tanto que 2'(0) = 0 nos lleva a
—4c; — 16¢2 =0 (3.2.12)

Resolviendo el sistema (3.2.11)-(3.2.12) obtenemos los valores

Por lo tanto 4 1
E(f) = —e—4t _ =16t
=3 5
Grafique. Como se observa no ocurren oscilaciones ya que el peso tiene tanto amortiguamiento que
solo retorna gradualmente a la posicion de equilibrio sin pasar por esta. Se trata de un movimiento

sobreamortiguado.
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4.1 Definiciones y ejemplos

Definicién 4.1 Dada f : [0,+00) — R se llama transformada de Laplace de f a la funcion

+o0o
Clf)(s) = /0 e £ (1)t

que asocia a s € R el valor L][f](s) cuando la integral converge. Si la transformada de Laplace de una

1752
C

funcidn existe para s > ¢, a la minima cota se le llama asintota de la transformada.

Veamos algunos ejemplos para funciones conocidas:

“+oo
Ejemplo 4.1 Primero f(t) = 1. Claramente, si s < 0 la integml/ e stdt no converge. Si s > 0
0

entonces b

400 -1
£M(s) = / et — lim L
0 0

1
bo+too § s

Luego L[1)(s) = L para s > 0 (la asintota es ¢ = 0).
Ejercicio 4.1 Calcule L[t](s), Lle~3(s) y L[e’](s).
Ejercicio 4.2 Generalice L[e*](s) para a € R.

Ejemplo 4.2 Analicemos ahora f(t) = e™ con a € C. Al igual que antes, es evidente que si s < Re(a)
+oo

+oo
entonces la integral / e Ste®dt = / e~ =Dt no converge. Si s > Re(a),
0 0

S—a

De alli, L [e™] (s) = para s > Re(a) (la asintota es ¢ = Re(a) ).

s—a

Ejemplo 4.3 Recordemos ahora que cos(wt) + isen(wt) = et de manera que Re (em) = coswt

“”t) = senwt son la parte real e imaginaria de e™!

e Im (e , respectivamente. Del ejemplo anterior

tenemos que
) 1 s+ 1w
L[] (s) = = ara s> 0
[ } (5) s—iw  §2 4+ w? P

En virtud de la definicion de la transformada de Laplace,

LRe(f)] =ReL[f] e L{m(f)] =TmL[f]
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con lo cual
s

L[coswt|(s) = Tru?

y  L[senwt](s) = para s> 0.

s2 + w?
De la linealidad de la integral tenemos la siguiente propiedad:

Propiedad 4.1 La transformada de Laplace es un operador lineal. Es decir, si A € R y si f y g son
funciones de [0,4+00) en R tales que L[f](s) y L[g](s) ezisten, entonces

L[f + Agl(s) = L[f1(s) + AL[g](s)

Ejemplo 4.4 Recordemos que cosh(t) =

L[cosh(t)](s) = % (£ [et] (s)+ L [e*t] (s))
1
2

y  Lsenh(t)](s) =

Ejercicio 4.3 Calcule L][4e3' + 3 cos(2t)](s).

Una funcion f tiene una discontinuidad de salto en a € Dom(f) si los limites laterales lim,_,,+ f(z)
y lim,_,,- f(x) existen, son finitos y distintos.

Una funcion f : [0, +00) — R se dice continua por pedazos si tiene un ntimero finito o numerable de
discontinuidades de salto en [0, +00), pero sobre cada subintervalo acotado de [0, 4+00) tiene a lo méas
un namero finito de éstas.

Veamos algunos ejemplos:
Ejemplo 4.5 La funcion

1 0<t«1
— (=1t = =
£ = (-1 {_1 S

extendida periddicamente a [0,00) con periodo 2 , se llama onda cuadrada y es continua por pedazos.
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Figura 4.1: Grafico de la onda cuadrada.

Ejemplo 4.6 La funcion f(t) =t —[t] o bien f(t) =t,0 <t < 1 extendida periddicamente a [0, 00)
con periodo 1, llamada onda de dientes de sierra, es continua por pedazos.

LLLLL L

Figura 4.2: Grafico de la onda de dientes de sierra.

Ejemplo 4.7 La funcion f(t) = tan(t) no es continua por pedazos pues

lim tan(t) = —oc0 y  lim tan(t) = 40
t—3 " t—3 "

Ejemplo 4.8 La funcion

1140
_ t
-7

tampoco es continua por pedazos.

Definiciéon 4.2 Una funcion f : [0,+00) — R es de orden exponencial si existen o € R y M > 0
tales que |f(t)] < Me® para todo t > 0. Al menor de tales o se le llama orden exponencial de f.

Grificamente, el hecho de tener orden exponencial significa que la funcion estd encerrada entre Me®t
7
y —Me“t,

Definiciéon 4.3 El espacio C, es el conjunto de las funciones f : [0,+00) — R que son continuas
por pedazos y de orden exponencial a. Es un subespacio vectorial del espacio de todas las funciones de
[0,4+00) en R.
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Observemos que si f’ € C, entonces

de modo que f € C,.

Propiedad 4.2 Si f € C, entonces para todo s > «, existe L[ f](s) (y converge absolutamente). Ademds

M

S —

IL1f1(s)] <

para todo s > . En particular, lims_ 100 L[f(t)](s) = 0.

Dem: Recordemos que si la integral converge absolutamente, entonces converge. Con esto basta probar

que
M

s —«

+o0
/ le™*! f(t)] dt <
0

para todo s > «. En efecto,

—+00 —+00
[ lerwlde= [ s
0 0
—+00
SM/ e Ste™dt
0

+o0
<M / e~ (5=t gy
0

b

< M lim L e(—sta)t
o b—+4o00 —S + « 0

C
<

T SsS—«

Teorema 4.1 (Transformada de Laplace de algunas funciones bésicas)

W) £0(s) = -

b) L[t"](s) = 37% n=1,2,3,...
) Lle](s) = ——

d) Llsen kt](s) = 52+’€k2

e) Llcoskt](s) = 212
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k
f) ﬁ[senh kt](S) = m
S
g) E[COSh kﬂ(s) = m
!
Ejercicio 4.4 Demostrar que t* k € N, tiene transformada de Laplace y que L [tk] (s) = 55> 0.
S

La funcién escalon de Heaviside se define como

0 t<a
Blfi=1 1 tas

a

Figura 4.3: Funcion escalon de Heaviside H,(t).

Observemos que si a > 0, entonces H,(t) = Ho(t —a). La transformada de Laplace de H,, con a > 0
es

+oo +oo 1
clil(s)= [ e H= [ e tar= e
0 a S

para s > 0. Si a < b definimos el pulso entre a y b como

0 t<a

Pyp(t)y=<¢ 1 a<t<b
0 t>b
a b

Figura 4.4: Pulso entre a y b.

Notar que Py(t) = Hy(t) — Hp(t). Luego, su transformada de Laplace para 0 < a < b sera
L[Pap(t)] (s) = L [Ha(t) — Hy(t)] (s) = L[Ha(t)] (s) — L [Hp(t)] (s)-

Por lo tanto
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4.2 Propiedades basicas de la transformada de Laplace

En esta seccion estudiaremos reglas operacionales que seran tutiles para aplicar la transformada de

Laplace a la resolucién de ecuaciones lineales de orden superior y sistemas lineales de primer orden.

4.2.1 Transformada de una derivada

Sea f € C, derivable. Calculemos la transformada de Laplace de su derivada para s > a.
—+00
L= [ e
0

+oo
— 3/0 e f(t)dt + e ()]

= SLUf](s) + lim e~ (1) — lim e~ f(1)

t—0t

Como f es de orden exponencial «, se tiene que

lim |e™*' f(t)| < lim |e~*'e*| = lim et —
t—o0 t—o00 t—00

pues s > «. Llamando f (07) = lim,_,q+ f(¢) tenemos que

L[f](s) =sLf)(s) = f(0F) para s>a
Para la segunda derivada, si s > a tenemos

L [f//] (S) — sl [f,] (S) . f/ (0+)
=5 (sL[f](s) = £(07)) = £/ (07)
= s*L[f](s) — sf (07) — f' (0T).

Repitiendo este procedimiento obtenemos, para s > a,

n—1
L[] () = s"Llf)(s) = D2 sF 107 (0%)
k=1

Teorema 4.2 (Transformada de una derivada) Si f, f',..., f*=1) son continuas en [0,00) y son de

orden exponencial y si f (t) es continua por tramos en [0,00), entonces
L[] () = 5" F(s) = "7 f(0) = s"2f(0) = -+ = f 7D (0),
donde F(s) = L[f(t)](s).
Solucion de EDO lineales Es evidente del resultado general dado anteriormente en el que £ {d"y/dt"}

depende de Y (s) = L{y(¢)} y las n—1 derivadas de y(t) evaluadas en t = 0. Esta propiedad hace que la
transformada de Laplace sea adecuada para resolver problemas lineales con valores iniciales en los que
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la ecuacién diferencial tiene coeficientes constantes. Este tipo de ecuaciéon diferencial es simplemente

una combinacion lineal de términos y,7/,5", ...,y :
ay "y + et agy = g(t)
g T =L g1 ay =9\

¥(0) = 0,4 (0) = y1, .-,y V(0) = yp_1,

donde las a;,i =0,1,...,7 ¥y yo,91,--.,Yn—1 son constantes. Por la propiedad de linealidad la trans-
formada de Laplace de esta combinacion lineal es una combinacién lineal de transformadas de Laplace:

%c{ﬁg}+ml¢{§;2}+~~+%z@}:£@@n. (4.2.1)

Luego la ecuacion (4.2.1) se convierte en

an ["Y (5) = "1y (0) = -+ =y "7V (0)]

a1 [Sn_IY(S) _ Sn—2y(0) — e — y(n_Q)(O)} + -+ agY(s) = G(s),

donde L{y(t)} = Y(s) y L{g(t)} = G(s). En otras palabras, la transformada de Laplace de una
ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes se convierte en una ecuacion algebraica en Y (s).
Si se resuelve la ecuacion transformada general para Y (s), primero se obtiene P(s)Y (s) = Q(s) + G(s)
y después se escribe

Q) | Gs)
Y =56 T Py

donde P(s) = aps™ + an_15"" 1+ ...+ ag, Q(s) es un polinomio en s de grado menor o igual a n — 1

que consiste en varios productos de los coeficientes a;,7 = 1,...,n y las condiciones iniciales prescritas
Yo, Y1 - - -, Yn—1 ¥ G(s) es la transformada de Laplace de g(t). Normalmente se escriben los dos términos
de la ecuacién sobre el minimo comin denominador y después se descompone la expresiéon en dos o
mas fracciones parciales. Por tltimo, la solucion y(¢) del problema con valores iniciales original es y(t)
= L71{Y(s)}, donde la transformada inversa se hace término a término.

4.2.2 Transformada inversa

Si F'(s) representa la transformada de Laplace de una funcion f(t), es decir, L[f(t)](s) = F(s) se
dice entonces que f(t) es la transformada de Laplace inversa de F(s) y se escribe f(t) = L~ F(s)}.

Teorema 4.3 Algunas transformadas inversas

a) 1=L""1 H

S

|
b) " = L [ ::1], n=1,2,3,...
S

de“zﬁl[ 1]

Ss—a



4.2. Propiedades bésicas de la transformada de Laplace 107

k
_ p-1
d) senkt =L [82+k2:|

_ s
e) coskt = L£71 [s2+k2]

k
f) senhkt = £} LQ —kQ}

s
g) coshkt = £71 [32 — k:?]

h) Ha(t) = £} [16—%}

S

Ejemplo 4.9 FEvalie

erf3)

) 5_1{5217}'

Sol: a) Se identifica n+1 =15 on =4 y luego se multiplica y divide entre 4!:

1 1 4! 1
)l L2l L
£ {55} 4!E {55} 2

b) Para que coincida con la forma dada en las tablas, identificamos k* = 7 v, por tanto, k = V7. Se

arregla la expresion multiplicando y dividiendo entre \/T :

_ [ j— _ = ——S t.
. {52+7 Vil P v
Efl

Nota: La transformada de Laplace inversa es también una transformada lineal para las constantes «

y B
LHaF(s) + BG(s)} = aL™{F(s)} + BLTH{G(s)},

donde F'y G son las transformadas de algunas funciones f y g.

Ejercicio 4.5 Fvalie

= s +6s+9
(s—1)(s—2)(s+4)
Ejemplo 4.10 Use la transformada de Laplace para resolver el problema con valores iniciales

d
diz +3y=13sen2t, y(0) =6.
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Sol: Primero se toma la transformada de cada miembro de la ecuacion diferencial.

L [Zﬂ + 3L]y] = 13L[sen 2]

Luego L[dy/dt] = sY (s) — y(0) = sY(s) — 6, y L[sen2t] = 2/ (s* +4), por lo que la ecuacion es igual

que

26 26

Resolviendo la ltima ecuacion para Y (s), obtenemos

6 26 652 + 50

s+3  +3) (244 (543) (2 14)

Y(s) =

Puesto que el polinomio cuadrdtico s> + 4 no se factoriza usando niimeros reales, se supone que el
numerador en la descomposicion de fracciones parciales es un polinomio lineal en s :

652 + 50 A Bs+C

(s+3)(s2+4) s—i—3+ 244

Poniendo el lado derecho de la igualdad sobre un comin denominador e igualando los numeradores,
se obtiene 6s* + 50 = A (s*+4) + (Bs + C)(s + 3). Haciendo s = —3 se obtiene inmediatamente
que A = 8. Puesto que el denominador no tiene mds raices reales, se igualan los coeficientes de s> y
s:6=A4+B y0=3B+C. Si en la primera ecuacion se usa el valor de A se encuentra que B = —2,
y con este valor aplicado a la seqgunda ecuacion, se obtiene C' = 6. Por lo que,

652 4+ 50 8 —25+6

Yis) = (s+3)(s2+4) :s+3+ s2+4

Atn no se termina porque la ultima expresion racional se tiene que escribir como dos fracciones.

y(t) = 8L Lig} (t) — 207! LQLJ (t) + 3£ LQLJ (®).

Es necesario entonces conocer la inversa de la transformada de Laplace (Se deduce que la solucion del

problema con valores iniciales es y(t) = 8¢ 3t — 2 cos 2t + 3sen 2t.)

Ejemplo 4.11 Un cohete despega con velocidad inicial vo desde la Tierra en forma vertical. Luego de
algunos sequndos, se activan los motores de emergencia, por lo que adquiere una aceleracion a > 0
durante un intervalo de tiempo breve. Si la gravedad de la Tierra es g, encuentre la ecuacion de
movimiento del cohete suponiendo que tiene masa m y (t1,t2) es el intervalo en el que funcionan los
motores de emergencia, con to > 7.

De la sumatoria de fuerzas obtenemos

d2
mdfygy(t) = —mg + ma (P, (t))

donde y(t) es la posicion del cohete con respecto a la Tierra. Las condiciones iniciales del cohete son
y(0) =0 y 4/'(0) = vg. Eliminando m a ambos lados y aplicando L se obtiene la ecuacion

Ly"(1)] (s) = al [Pry, ()] (5) — gL[1)(s)
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recordando las expresiones para L [y"(t)] (s), L [P, (t)] (s) y L[1](s), la expresion queda
PLE) — sy (07) —of (07) = & (70— eter) - 2

Pero y(07) =0y 3y (0%) = vy. Luego

V0 a _ a _ g
Llyl(s) = 2 3C e - 3¢ 2 — 3

En breve veremos como recuperar una funcién a partir de su transformada. Continuaremos este
calculo mas tarde.

4.2.3 Traslaciones

Una traslacion en el dominio de Laplace corresponde a un factor exponencial en el dominio temporal.
+oo
LU0 —a) = [ e poar
0

“+oo
/ e Ste f(t)dt

=L [e"f(t)] (s).

Teorema 4.4 (Primer teorema de traslacion) Si L[f(t)] = F(s) y a es cualquier nimero real, entonces

Lef(t)] = F(s—a).

Ejercicio 4.6 Evalie L[e3t3] y Lle=% cos(4t)].

Forma inversa del teorema: Para calcular la inversa de F(s — a), se debe reconocer F(s), para
encontrar f(t) obteniendo la transformada de Laplace inversa de F'(s) y después multiplicar f(¢) por
la funcién exponencial e®.

L7HF(s — a)} = " f(1),
donde f(t) = L7Y{F(s)}.

Ejercicio 4.7 Fvalie

o e {35
. ,al{ s/245/3 }

s24+45+6

Traslaciéon en el eje t.
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Definiciéon 4.4 (Funcion escalon unitario) La funcion escalon unitario U(t — a) se define como

0, 0<t<a
L{(t—a)—{l t>a

Observe que se define U(t — a) sblo en el eje t no negativo, puesto que esto es todo lo que interesa
en el estudio de la transformada de Laplace. En un sentido més amplio, U(t — a) = 0 para t < a.

Cuando una funcién f definida para t > 0 se multiplica por U(t — a), la funciéon escaléon unitario
“desactiva” una parte de la grafica de esa funcioén.

Ejemplo 4.12 Considere la funcion f(t) = 2t — 3. Para “desactivar” la parte de la grifica de f para
0 <t < 1, simplemente formamos el producto (2t — 3)U(t — 1). En general, la grifica de f(t)U(t — a)
es 0 (desactivada) para 0 <t < a y es la parte de la grifica de f (activada) para t > a.

La funcién escalén unitario también se puede usar para escribir funciones definidas por tramos en
una forma compacta. Por ejemplo, si consideramos 0 < ¢t < 2, 2 < t < 3,y t > 3 y los valores
correspondientes de U(t — 2) y U(t — 3), debe ser evidente que la funcién definida por tramos que se
muestra en la siguiente figura

f(04

2 —

-1+ —
Figura 4.5: La funcion f(t) =2 —3U(t — 2) + U(t — 3).

es igual que f(t) =2 — 3U(t — 2) + U(t — 3). También, una funciéon general definida por tramos del

f(t):{ g(t), 0<t<a

tipo

h(t), t>a

es la misma que
f(t) = g(t) —g(O)U(t — a) + h(D)U(t — a).

Anélogamente, una funcién del tipo

0, 0<t<a
f)y=< g(t), a<t<bd
0, t>b

puede ser escrita como
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20t, 0<t<5

0 i en términos de funciones escalon unitario. Trace
9y iy

Ejemplo 4.13 Exprese f(t) = {
la grifica.

Resp. f(t) =20t — 20tU(t — 5).

Considere una funcion general y = f(t) definida para ¢ > 0. La funcién definida por tramos

0, 0<t<a

f(t—a)bl(t—a):{f(ta) >

juega un papel importante en la explicacion que sigue. Vimos que un multiplo exponencial de f(t)
da como resultado una traslacion de la transformada F'(s) en el eje s. Como una consecuencia del
siguiente teorema, se ve que siempre que F'(s) se multiplica por una funcién exponencial e~ a > 0,
la transformada inversa del producto e”**F(s) es la funcion f desplazada a lo largo del eje t.

Teorema 4.5 (Segundo teorema de traslacion) Si F'(s) = L[f(t)] y a > 0, entonces

LIf(t — alU(t —a)] = e F(s).

Ejercicio 4.8 Demuestre el Teorema 4.5.

Con frecuencia se desea encontrar la transformada de Laplace de s6lo una funcién escalén unitario.
Si se identifica f(t) = 1 en el teorema 4.5, entonces f(t —a) =1, F(s) = L[1] = 1/s y por tanto,

—as

LUt~ a)] =

S

Ejercicio 4.9 Encuentre la transformada de Laplace de la funcion f(t) =2 — 3U(t — 2) + U(t — 3).

Forma inversa del Teorema Si f(t) = L7![F(s)], la forma inversa del teorema, a > 0, es
£ [e™*F(s)] = f(t — a)U(t — a).
Ejemplo 4.14 Fvalie
1
-1 —2s
a) L {s —€ }

-1 s —7s/2
b) L {32 T 9° }
Sol: a) De acuerdo con las identidades a = 2, F(s) = 1/(s —4) y L7HF(s)} = e*, se tiene que

E*l { 1 625} — e4(t72)u(t o 2)
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b) Cona=m/2,F(s)=s/(s*+9) y L7H{F(s)} = cos3t, se obtiene

£t {82(2_96_“/2} = cos 3 (t— g)lxl (t— g)

La ultima expresion se puede simplificar un poco con la formula adicional para el coseno. Compruebe

que el resultado es igual a — sen 3tU (t - g)

Teorema 4.6 (Forma alternativa del segundo teorema de traslacion) Si F(s) = L[f(t)] y a > 0,
entonces

LIFOU(E = a)] = e"LIf (¢ + a)].
Ejercicio 4.10 Calcule L[cos(t)U(t — )].

0, 0<t<m

Ejemplo 4.15 Resuelva y' +y = f(t),y(0) =5, donde f(t) = { 3 cost s
: >

Sol: La funcidon f se puede escribir como f(t) = 3costU (t—m), y entonces por linealidad, y por teorema
de descomposicion en fracciones parciales, se tiene

L{y'} + L{y} = 3L{costU(t — m)}

S

sY(s) —y(0) +Y(s) 382+1e
3s
1)Y(s)=5— s
(s+1)Y(s) 32+1e
5 3 1 1 S
Y _ 9 o —7s —TTSs —TSs .
() =331 2[ i L e e }

Aplicando transformada de Laplace inversa,

£ {s j_ 16”8} —e Yt —7), L7} {52 :_ 16”3} = sen(t — m)U(t — ),

Por lo que se obtiene

y(t) = be ' + §e_(t_”)l/l(t —7) — g sen(t — m)U(t — ) — g cos(t — m)U(t — )

2
3
=5e ! 4 B [e_(t_”) + sent + cos t} U(t—7) < identidades trigonométricas
B 564, 0<t<m
St +3e ™ 4 Ssent + 3 cost, t>n

Ejercicio 4.11 La ecuacion diferencial para la carga instantdnea q(t) en el capacitor en un circuito

RCL en serie estd dada por
d%q dg 1
L— — 4+ —q = E(1).
a2 g T o= B0
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Use la transformada de Laplace para encontrar q(t) cuando L = 1 h, R = 209Q,C = 0.005f, E(t) =
150 V,t > 0,q(0) =0 e i(0) = 0. 4Cudl es la corriente i(t) ?

Ejercicio 4.12 Traslacion en el eje s.

Lo )
e

5. L {te')

4. £ {teot)

1
-1
oL {32—68+10}

1
6. L7V ————
{32+23+5}

7 £{fe)
8. £ {#0)
9. L {t (e + th)Q}

10. L{e*(t —1)%}

s
1. LY
{52—|—4s+5}

2545
122. L7V ————
{s2+63+34}

13. L {e'sen3t}

14. L {6*2'5 cos 4t}

15. L{(1— €' +3e ") cos5t}

=
18. £4e3 (9 4t +10sen -
e )

2s —1
-1
19. ¢ {Sg(sH)g}
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20. £ { (s +1)° }

(s +2)4

Ejercicio 4.13 Traslacion en el eje t.

1o L{(t— DUt — 1)}
2. L{e Ut -2)}

3. L{U(t —2)}

4o L3t + DUt — 1)}

5. L{cos2tU(t — )}

—2s
_1)¢€
e[

10. £71

11. £71

4.2.4 Derivadas de transformadas

La transformada de Laplace del producto de una funcion f(t) con ¢ se puede encontrar derivando la
transformada de Laplace de f(t). Para motivar este resultado, se supone que F(s) = L{f(t)} existe y
que es posible intercambiar el orden de la derivada y de la integral. Entonces

d d +00 s _ +o0 o s _ +oo s _ .
—dsp(s) ) tf(t)dt_/o s [e™*" f(t)] dt = —/0 e St f(t)dt = —L{tf(t)};
es decir

d
L{tF()} =~ LU}
Se puede usar el tltimo resultado para encontrar la transformada de Laplace de ¢ f(t) :

2
C{EA0) = L0t e} = 5 00 0) = 5 (~ 5£00) ) = T2L0).
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Teorema 4.7 Deriwvadas de transformadas Si F(s) = L{f(t)} yn =1,2,3,..., entonces
n n dn
LU0} = (1" ().
Ejercicio 4.14 Calcule L [tsen(kt)] (s) y L [t cos(kt)] (s).

Ejemplo 4.16 Resuelva 2" + 16x = cos4t, x(0) =0, 2/(0)=1.

Sol: El problema con wvalores iniciales podria describir el movimiento forzado, no amortiguado y en
resonancia de una masa en un resorte. La masa comienza con una velocidad inicial de 1 pie/s en
direccion hacia abajo desde la posicion de equilibrio. Transformando la ecuacion diferencial, se obtiene

S 1 S
X(s) = )
s2+16 (5) s2+16 + (52 + 16)2

(s*+16) X(s) =1+
Aplicando transformada inversa se obtiene

1., f 4 1., 8s
o) = 3£ {s2+16}+8£ {(s2+16)2}

1 1
= 1 sen 4t + étsen4t

4.2.5 Transformada de integrales

Convolucién: Si las funciones f y ¢ son continuas por tramos en [0,+00), entonces un producto
especial, denotado por f * g, se define mediante la integral

frg= /0 f()gt — 7)dr

y se llama convolucién de f y g. La convolucién de f % g es una funcién de .

Ejemplo 4.17

t
et*sent:/ e"sen(t — 7)dr = = (—sent — cost +e') .
0

N =

Ejercicio 4.15 Demuestre que

t t
/0 F(r)g(t — 7)dr = /0 f(t — r)g(r)dr

es decir, fx g = gx* f. Esto significa que la convolucion de dos funciones es conmutativa.

Teorema 4.8 (Teorema de convolucion) Si f(t) y g(t) son funciones continuas por tramos en [0, 400)
y de orden exponencial, entonces

L{f g} = L{F(OIL{g(t)} = F(5)G(s).
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+o0o
Dem: Sea F(s) = L{f(t)} = /0 e Tf(r)dT y

+oo
(s) = L{g(t)} = /0 e~*Pg(B)dp.

Procediendo formalmente, tenemos

rece) = ([ i) ([ e aps)

-/ o / e+ f(7)g(B)drdp

- /0 F(r)dr /0 e~ +9)g(8)dp.

Conservando T fija, hacemos t = 7+ (,dt = df3, por lo que

+o00 +o0
F(s)G(s) = f(T)dT/ e Stg(t — 1)dt.

0

11T aoo

N

T:0at

t

Figura 4.6: Cambio del orden de integraciéon de primero ¢ a primero 7.

En el plano t1 se realiza la integracion en la region sombreada. Puesto que f y g son continuas por
tramos en [0,+00) y de orden exponencial, es posible intercambiar el orden de integracion:

F(S)G(s)—/0+oo _Stdt/f t—T)dT_/m {/f t—TdT}dt—L{f*g}

t
Ejercicio 4.16 Aplique el teorema anterior para calcular £ {/ e’ sen(t — T)ClT}.
0

Nota: El teorema de convolucion en ocasiones es ttil para encontrar la transformada de Laplace inversa
del producto de dos transformadas de Laplace.

. P | 1
Ejemplo 4.18 Evalie L {(82+k2)2 }

Sol: Sea F(s) = G(s) = ﬁ por lo que
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FEn este caso

1 I
£t {2} = 2/ senktsenk(t — 7)dr.
(s2 4+ k2) k% Jo

Con la ayuda de la identidad trigonométrica
1
sen Asen B = i[cos(A — B) — cos(A + B)]

y las sustituciones A = kT y B = k(t — T) se puede realizar la integracion en (6):

1 I
-1)_ - o\ _ - 2 — 1) —
L { TR } 512 /0 [cos k(2T — t) — cos kt]dT

! [1 k(2T — 1) i
= — | =-senk(27 — t) — 7 cos
2k2 | 2k .

sen kt — kt cos kt
2k3 '

Multiplicando ambos lados por 2k3, se obtiene la forma inversa.

4.2.6 Transformada de una integral

Cuando g(t) = 1y L{g(t)} = G(s) = 1/s, el teorema de convoluciéon implica que la transformada

de Laplace de la integral de f es
! F(s)
L f(rydr 3 = .
0 S

/Otf(f)decl{FiS)},

se puede usar en lugar de las fracciones parciales cuando s™ es un factor del denominador y f(t) =
L7 F(s)} es facil de integrar. Por ejemplo, se sabe para f(t) = sent que F(s) = 1/(s?> + 1) y por

La forma inversa,

tanto
1 1/(s*+1 t
E_I{M}zﬁ_l{/(ss—i_)}:/ sentdr =1 — cost
0
. 1 [ 1/s(s*+1) ¢
L {82(52—|—1) =L (= O(I—COST)dT:t—sent
_11__11/82@2+U_/t_ — -
R e s [T e =gt o ot
etcétera.

t
Ejemplo 4.19 Resuelva f(t) = 3t —e™! — / f(T)e!"Tdr para f(t)
0

Sol: En la integral se identifica h(t—7) = €'~ por lo que h(t) = et. Se toma la transformada de Laplace
de cada término; en particular, por el teorema anterior la transformada de Laplace es el producto de



4.2. Propiedades bésicas de la transformada de Laplace 118

LUy =F(s) y L{e'} =1/(s - 1).

2 1 1
F(s)=3

L2 _ F(s) - ]
s3 s4+1 (5) s—1

Después de resolver la ultima ecuacion para F(s) y realizar la descomposicion en fracciones parciales,

se encuentra
6 6 1 2

3 st s s+1°

F(s) =
La transformada inversa entonces da

e e (2o ) e o5

=32 -3 4+1—2¢".

Teorema 4.9 (Transformada de una funcion periodica) Si f(t) es continua por tramos en [0,00), de
orden exponencial y periddica con periodo T, entonces

1 r .
LUOY = | r0t
1—e 0
Dem: Escriba la transformada de Laplace de f como dos integrales:

T +o00
L0y = [ erwars [ e
0 T
Cuando se hace t = u + T, la tltima integral se convierte en
+o0o “+o0o +oo
/ e Stf(t)dt = / et f(u 4 T)du = eST/ e f(u)du = e ST L{f(t)}.
T 0 0

Por tanto, .
C{f(t)} = /0 et f(t)dt + e T LU (1)),

Resolviendo la ecuacion de la dltima linea para L{f(t)} se demuestra el teorema.

Ejemplo 4.20 Encuentre la transformada de Laplace de la funcion periddica onda cuadrada con periodo

T =2 E(t).
Sol: En el intervalo 0 < t < 2, E(t) se puede definir por

BE(t) =

1, 0<t<l1
0, 1<t<?2

y fuera del intervalo por E(t +2) = E(t). Por teorema anterior

1 2 1 1 2
E{E(t)} = 1_623/ eistE(t)dt = ﬁ |:/ eist -1dt +/ eist . 0dt:|
0 € 0 1

=1 —16*23 1 —Se_s —1l—e 2= (1+e®)(1—e®)

N
s(I+e9)
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4.2.7 Delta de Dirac

Impulso unitario Los sistemas mecanicos suelen ser afectados por una fuerza externa (o fuerza
electromotriz en un circuito eléctrico) de gran magnitud que actia s6lo por un periodo muy corto. Por
ejemplo, podria caer un rayo en el ala vibrante de un avién, un martillo de bola podria golpear con
precisiéon una masa en un resorte. La grafica de la funcién definida por partes

0, 0<t<ty—a
ba(t—t)) =% 5, to—a<t<ty+a
07 tZtU‘i’a)

a > 0,1ty > 0, podria servir como modelo para tal fuerza. Para un valor pequeno de a,d, (t — tg) es
en esencia una funcién constante de gran magnitud que esta “activada” s6lo durante un periodo muy
corto, alrededor de tg. La funcion d, (t — to) se llama impulso unitario porque tiene la propiedad de
integracion f0+oo 8 (t —to) dt = 1.

La delta de Dirac En la practica es conveniente trabajar con otro tipo de impulso unitario, una
“funciéon” que aproxima a d, (t — tg) vy se define por el limite

5 (t —to) = lim 6, (t — to).
a—0

Figura 4.7: Comportamiento de d, conforme a — 0.

La ultima expresion, que no es una funcién en absoluto, se puede caracterizar por las dos propiedades

+oo
ii) / §(t—to)dt =1.
0

oo, t:to
0, t#t

El impulso unitario 6 (¢t —tg) se llama funcién delta de Dirac. Es posible obtener la transfor-

i) 0 (t — to) =

mada de Laplace de la funcion delta de Dirac con la suposicion formal de que L£{d(t —1t9)} =
limg—0 £{dq (t — to)}-
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Teorema 4.10 (Transformada de la funcion delta de Dirac) Para tg > 0,

L{0(t—tg)} = e 50,
Dem: Para empezar se puede escribir 0, (t — to) en términos de la funcidn escalon unitario

1
0o (t —to) = 5 [U(t = (to —a)) = U (t — (to +a))].
Por linealidad, la transformada de Laplace de esta iltima expresion es

1 —s(to—a) —s(to+a) sa _ ,—sa
L{0.(t—to)} = — | e _ sto <H> .

2a s s 2sa

Luego, aplicando la regla de L’Hoépital:

B o B _stoy e%a _ p—sa _ —sto
L1 (e~ to)) = ling £ (8 (¢~ 1)} = e~ tiy (57 ) e

Ahora cuando tg = 0, se puede concluir que

{5} = 1.

El wltimo resultado enfatiza el hecho de que 0(t) no es el tipo usual de funcion que se ha estado
considerando, puesto que se espera que L{f(t)} — 0 conforme s — +oo.

Ejercicio 4.17 Resuelva los siguientes PVI y" +y = 46(t — 27) sugeta a
a)y(0)=1, y'(0)=0
b) y(0) =0, y'(0)=0.



CAPITULO D

Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales

Cuando se especifican las condiciones iniciales, la transformada de Laplace de cada ecuacién en un
sistema de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes reduce el sistema de ED a un
conjunto de ecuaciones algebraicas simultéaneas en las funciones transformadas.

Resortes acoplados

kyx;

ky(xp = x1)

ka(xy — x1)

Figura 5.1: Resortes acoplados.

El modelo que describe el movimiento del sistema acoplado se representa por el sistema de ecuaciones
diferenciales simultaneas de segundo orden
/"
mixr; = —kix1 + ko ($2 — .Tl)

mg.’L'/Q/ = —kg (xQ - (L‘l) .

Ejemplo 5.1 Resuelva el sistema de resortes acoplados considerando k1 =6, ko =4, m;y =1, meo =1
y que las masas comienzan desde sus posiciones de equilibrio con velocidades unitarias opuestas.

121
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Redes El modelo que describe las corrientes i1(t) e i2(t) de la red que se muestra en la figura con un
inductor, un resistor y un capacitor, estaban gobernadas por el sistema de ecuaciones diferenciales de

primer orden

diq
L— 0 = F(t
7 + Rio (t)
di ) .
Rcdi':‘f'ZQ—Zl:O.

Figura 5.2: Red electrica.

Ejercicio 5.1 Resuelva el sistema anterior bajo las condiciones E(t) = 60 V, L = 1 h, R = 500,
C = 10%f y al inicio las corrientes i1 e ia son cero.

5.1 Sistemas de ecuaciones lineales de primer orden

En este capitulo estudiaremos sistemas de ED de primer orden, casos particulares de sistemas que

tienen la forma normal

dacl

ﬁ =4aq1 (t,fEl,l'Q,---,l’n)
d.%'Q

H = g2 (t,.’L‘l,.ﬁUz,...,l‘n)
dx

ditn =gn (t,x1, 29, ..., 2,) .

Un sistema de n ecuaciones diferenciales de primer orden se llama sistema de primer orden. Cuando
cada una de las funciones g1, g2, . . . , g, €s lineal en las variables dependientes 1, x2, ..., z,, se obtiene
la forma normal de un sistema de ecuaciones lineales de primer orden.

dx

ditl = a1 ()1 + a1a(t) 2 4 - - - + arn (), + fi(t)
de

ﬁ = a9 (t).fL’l + (IQQ(t)IL‘Q + -+ a2n(t)$n + f2(t)
dz,

dt = an1(t)1 + an2(t)z2 + - + apn(t)zn + folt).
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Se supone que los coeficientes a;; asi como las funciones f; son continuas en un intervalo comin I.
Cuando f;(t) = 0,7 = 1,2,...,n, se dice que el sistema lineal es homogéneo; de otro modo es no
homogéneo.

Forma matricial. Si X(t), A(t), y F(¢) denotan las matrices

z1(t) a11(t) aia(t) - an(t) f1(t)
. x2(t) Alt) = as (t) ag(t) - a(t) R (1) = fa(t)
alt) a(t) analt) o ana(t) fult)

respectivamente, entonces el sistema de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden se puede

escribir como
X' = AX+F.

Si el sistema es homogéneo, su forma matricial es entonces

X' = AX.

Definiciéon 5.1 (Vector solucién) Un vector solucion en un intervalo I es cualquier matriz columna

I (t)

X — xI9 (t)

Zn(t)

cuyos elementos son funciones derivables que satisfacen el sistema en el intervalo I.

Un vector solucion del sistema es, por supuesto, equivalente a n funciones escalares z1 = ¢1(t),
xo = ¢a2(t),...,xn = Pp(t) y se puede interpretar desde el punto de vista geométrico como un conjunto
de ecuaciones paramétricas de una curva en el espacio. En el caso importante n = 2, las ecuaciones
x1 = ¢1(t), x2 = ¢2(t) representan una curva en el plano xjzy. Es practica comun llamar trayectoria a
una curva en el plano y llamar plano fase al plano zjxs.

Ejemplo 5.2 Compruebe que en el intervalo (—oo, 00)
1 ot e 2 3 6t 3ebt
X1 = ( —1 )e - ( —e™ 2 y Xo= ) © - 55t

son soluciones de
X' = 13 X (5.1.1)
5 3
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_9 —2t 1 6t
Sol: De X = ( 227% ) y Xh= ( 352& ) vemos que
1 3 e 2 et _ 372 —2¢ 2 ,
AXi=1 5 3 —e72 ) T\ pe2_3e72 ) T\ g2 )T D
Ax, [ 13 3eP \ [ 3eB+15e8 ) [ 188 | X!
>\ 5 3 pebt |\ 15e8t 4 15e80 | T\ 30e8t ) T T

Problema con valores iniciales. Sea ty que denota un punto en un intervalo [ y

71 (to) 1
z2 (to) Y2
X (to) = : y Xo=| . |,
T (tO) Tn
donde las v;,7 = 1,2,...,n son las constantes dadas. Entonces el problema

Resolver: X' = A(t)X + F(t)
Sujeto a: X (tg) = X

es un problema con valores iniciales en el intervalo.

Teorema 5.1 (Existencia y unicidad de solucion) Sean los elementos de las matrices A(t) y F(t)
funciones continuas en un intervalo comin I que contiene al punto ty. Entonces existe una solucion
unica del problema con valores iniciales en el intervalo.

En las siguientes definiciones y teoremas se consideran so6lo sistemas homogéneos. Sin afirmarlo,
siempre se supondra que las a;; y las f; son funciones continuas de ¢ en algtn intervalo comin I.

Teorema 5.2 (Principio de superposicion de solucion) Sea Xi,Xo, ..., Xy un conjunto de vectores
solucion del sistema homogéneo en un intervalo I. Entonces la combinacion lineal

X =c1X1+cXg+ -+ X

donde las ¢;,1 =1,2,...,k son constantes arbitrarias, es también una solucion en el intervalo.

Ejemplo 5.3 Compruebe que los dos vectores

cost 0
X;=| —3cost+isent y Xo=| ¢
—cost —sent 0
son soluciones del sistema
10 1
X' = 11 0 ]X

-2 0 -1
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Y por el principio de superposicion la combinacion lineal

cost 0
X=0X]1+cxXy=0 —%cost—i—%sent +co| €
—cost —sent 0
es otra solucion del sistema.
Definiciéon 5.2 (Dependencia/independencia lineal) Sea X, Xo, ..., Xy un conjunto de vectores

solucion del sistema homogéneo en un intervalo I. Se dice que el conjunto es linealmente dependiente
en el intervalo si existen constantes cy,co, ..., ck, no todas cero, tales que

X1+ eXe+ -+ X =0

para toda t en el intervalo. Si el conjunto de vectores no es linealmente dependiente en el intervalo, se
dice que es linealmente independiente.

Teorema 5.3 (Criterio para las soluciones linealmente independientes)

11 x12 T1in

21 x22 Ton
Xl = . > X2 = . ) ey Xn =

Tnl Tn2 Tnn

n vectores solucion del sistema homogéneo en un intervalo I. Entonces el conjunto de vectores solucion
es linealmente independiente en I si y solo si el Wronskiano

r11 12 ... Tin
Tro1 X922 ... T2n
W (X1, Xo,...,X,) = . ) #£0
Tpl Tp2 .. Tpp
para toda t en el intervalo.
Se puede demostrar que si X1, Xa,..., X, son vectores soluciéon del sistema homogéneo, entonces

para toda t en I ya sea W (X1,Xg,...,X,,) # 00 W (Xy,Xs,...,X,,) = 0. Por tanto, si se puede
demostrar que W = 0 para alguna tg en I, entonces W # 0 para toda t y, por tanto, las soluciones son
linealmente independientes en el intervalo.

. . . . 1 .
Ejemplo 5.4 En el ejemplo anterior vimos que X1 = ) ety Xy = 5 ) et son soluciones

del sistema (5.1.1). Es evidente que X1 y Xo son linealmente independientes en el intervalo (—oo, 00)
puesto que ningun vector es un multiplo constante del otro. Ademds, se tiene

€—2t 3€6t

W (X1, Xs) = o2t bt

=8t £0

para todos los valores reales de t.
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Definiciéon 5.3 (Conjunto fundamental de soluciones) Cualquier conjunto X1,Xs,..., X, den
vectores solucion linealmente independientes del sistema homogéneo en un intervalo I se dice que es
un conjunto fundamental de soluciones en el intervalo.

Teorema 5.4 (Existencia de un conjunto fundamental) Eziste un conjunto fundamental de soluciones
para el sistema homogéneo en un intervalo I.

Teorema 5.5 (Soluciéon general, sistemas homogéneos) Sea X1, Xo, ..., X, un conjunto fundamental
de soluciones del sistema homogéneo en un intervalo I. Entonces la solucion general del sistema en el
intervalo es

X=01X]+cXo 4+ -+ cp X,

donde las ¢;,i =1,2,...,n son constantes arbitrarias.

Ejemplo 5.5 Los vectores

cost 0 sent
X = —%costh%sent , Xg = 1 |e, X3= —%sent—%cost
—cost —sent 0 —sent + cost

son soluciones del sistema

1
X' = 0 | X
— -1
Ademds,
cost 0 sent
W (X1,X2,X3) = —%cost—i—%sent et —%sent—%cost :et#O
—cost —sent 0 —sent + cost

para todos los valores reales de t. Se concluye que X1,Xo y X3 forman un conjunto fundamental de
soluciones en (—o00,00). Por lo que la solucion general del sistema en el intervalo es la combinacion
lineal X = c1X1 4+ 9 X9 + c3X3; es decir,

cost 0 sent
X=c¢ —%Cost—i—%sent +eo| 1 | et +es —%sent—%cost
—cost —sent 0 —sent + cost

Teorema 5.6 (Solucion general: sistemas no homogéneos) Sea X, una solucion dada del sistema no
homogéneo en un intervalo I y sea

X=Xy + X+ -+ Xy,

que denota la solucion general en el mismo intervalo del sistema homogéneo asociado. Entonces la
solucion general del sistema no homogéneo en el intervalo es

X =X.+X,

La solucion general X, del sistema homogéneo asociado se llama funciéon complementaria del sistema
no homogéneo.
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5.2 Sistemas lineales homogéneos

1 3
Vimos en el ejemplo anterior que la solucion general del sistema homogéneo X' = ( ) X es

1 3
X261X1+62X2:Cl< 1)6_2t+62<5>€6t.

Ya que los vectores soluciéon X; y Xo tienen la forma

Xf:<k1>&ﬂ i=1,2,
ko

donde ki, k2, A1y A2 son constantes, nos inquieta preguntar si siempre es posible hallar una solucién de
la forma

k1

ko
X=| [ [eM=KeM (5.2.1)

b

para la solucién del sistema lineal homogéneo general de primer orden
X' = AX

donde A es una matriz n X n de constantes.

Eigenvalores y eigenvectores: Si (5.2.1) es un vector solucion del sistema homogéneo lineal, entonces
X" = KXeM, por lo que el sistema se convierte en Kxe* = AKe*. Después de dividir entre e y
reacomodando, obtenemos AK = AK 0 AK — MK = 0. Ya que K = IK, la tltima ecuacién es igual a

(A-A)K =0. (5.2.2)
La ecuacién matricial es equivalente a las ecuaciones algebraicas simultaneas

(a1 —N) k1 +  apks+--+  aipk, =0
ao1ki + (az2 — N ka+ -+  agpk, =0
anp1k1 +  apoko + -+ (am — )\) k, = 0.

Por lo que para encontrar soluciones X del sistema homogéneo, necesitamos primero encontrar una
solucion no trivial del sistema anterior; en otras palabras, debemos encontrar un vector no trivial K
que satisfaga a (5.2.2). Pero para que (5.2.2) tenga soluciones que no sean la solucion obvia k1 = ko =
.-+ =k, =0, se debe tener

det(A — AI) = 0.

Esta ecuacion polinomial en A se llama ecuacién caracteristica de la matriz A. Sus soluciones son los
eigenvalores de A. Una solucion K # 0 de (5.2.2) correspondiente a un eigenvalor A se llama eigenvector
de A. Entonces una soluciéon del sistema homogéneo es X = Ke.
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En el siguiente analisis se examinan tres casos: eigenvalores reales y distintos (es decir, los eigenvalores
no son iguales), eigenvalores repetidos y, por ultimo, eigenvalores complejos.

Teorema 5.7 Sean A1, Ao, ..., \n, n eigenvalores reales y distintos de la matriz de coeficientes A del
sistema homogéneo y sean Ki,Ka,..., K, los eigenvectores correspondientes. Entonces la solucion
general del sistema homogéneo en el intervalo (—oo, 00) estd dada por

X = clKle’\lt + C2K2€>\2t + -+ cnKne/\”t.

Ejercicio 5.2 Resuelva

d
d—f = 2x + 3y
(5.2.3)
@ =2z +
dt Y
Ejercicio 5.3 Resuelva

fl—f = —dzx+y+z

%zt/ = T+doy—=z

% = Yy — 3z.

Diagrama de fase Si sumamos los vectores en el lado derecho del ejercicio resuelto, se obtiene la
expresion
xr=cre 4+ 302€4t, Y= —cre b 4 2c0e™.

Se pueden interpretar estas ecuaciones como ecuaciones paramétricas de curvas en el plano xy o plano

fase. Cada curva, que corresponde a elecciones especificas de ¢y y co, se llama trayectoria.

Al conjunto de trayectorias representativas en el plano fase, como se muestra en la figura se le

7

A,

2=

X, X]

llama diagrama fase para un sistema lineal dado. Lo que parecen dos rectas rojas en la figura son
en realidad cuatro semirrectas definidas paramétricamente en el primero, segundo, tercero y cuarto
cuadrantes con las soluciones Xo, —X;, —Xs y X, respectivamente. Por ejemplo, las ecuaciones car-

tesianas y = %x, x>0yy = —x, x> 0, de las semirrectas en el primer y cuarto cuadrantes se
obtuvieron eliminando el paradmetro ¢ en las soluciones x = 3et, y = 2e* y o = 7!, y = —e!,

respectivamente. Ademas, cada eigenvector se puede visualizar como un vector bidimensional que se
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: . 3 .
encuentra a lo largo de una de estas semirrectas. El eigenvector Ko = 5 se encuentra junto con
2 . 1 .
y = 3 en el primer cuadrante y Ky = ) se encuentra junto con y = —x en el cuarto cuadrante.

Cada vector comienza en el origen; Ko termina en el punto (2,3) y K; termina en (1, —1).

El origen no es s6lo una solucién constante z = 0,y = 0 de todo sistema lineal homogéneo 2 x 2, X’ =
AX, sino también es un punto importante en el estudio cualitativo de dichos sistemas. Si pensamos
en términos fisicos, las puntas de flecha de cada trayectoria en la figura indican la direccién con que
una particula en el tiempo ¢ se mueve conforme aumenta el tiempo. Si imaginamos que el tiempo va
de —o0 a 00, entonces examinando la solucion z = cie™t + 3cgett, y = —cre™t + 2c0e™, ¢ #0,c0#0
muestra que una trayectoria o particula en movimiento “comienza” asintética a una de las semirrectas
definidas por X; o —X; (ya que e*' es despreciable para t — —oco ) y “termina” asintética a una de las
semirrectas definidas por Xo y —Xs (ya que e~! es despreciable para t — c0).

Observe que la figura representa un diagrama de fase que es caracteristico de todos los sistemas
lineales homogéneos 2x2 X’ = AX con eigenvalores reales de signos opuestos. Ademas, los diagramas de
fase en los dos casos cuando los eigenvalores reales y distintos tienen el mismo signo son caracteristicos
de esos sistemas 2 x 2; la tnica diferencia es que las puntas de flecha indican que una particula se
aleja del origen en cualquier trayectoria cuando A; y A2 son positivas y se mueve hacia el origen en
cualquier trayectoria mientras ¢ — oo cuando A; y A2 son negativas. Por lo que al origen se le llama
repulsor en el caso A1 > 0, Ao > 0 y atractor en el caso A1 < 0, Ao < 0. El origen en la figura no es
repulsor ni atractor. La investigaciéon del caso restante cuando A = 0 es un eigenvalor de un sistema
lineal homogéneo de 2 x 2 se deja como ejercicio.

Eigenvalores repetidos: No todos los n eigenvalores A1, A, ..., A\, de una matriz A de n x n deben
ser distintos, es decir, algunos de los eigenvalores podrian ser repetidos. Por ejemplo, la ecuaciéon
caracteristica de la matriz de coeficientes en el sistema
3 —18
X' = X
2 -9
se demuestra facilmente que es (A +3)2 = 0, y por tanto, \; = Ay = —3 es una raiz de multiplicidad
dos. Para este valor se encuentra el tinico eigenvector
3 3
K, = , porloque X;= e 3t
1 1
es una solucién del problema. Pero como es obvio que tenemos interés en formar la solucién general
del sistema, se necesita continuar con la pregunta de encontrar una segunda solucién.

En general, si m es un entero positivo y (A — A1) es un factor de la ecuacion caracteristica, mientras
que (A — )q)m‘H no es un factor, entonces se dice que A es un eigenvalor de multiplicidad m.

i) Para algunas matrices A de n x n seria posible encontrar m eigenvectores linealmente indepen-
dientes K1, Ko, ..., K,,, correspondientes a un eigenvalor A1, de multiplicidad m < n. En este caso la
solucion general del sistema contiene la combinacién lineal

clKle/\lt + C2K2€>\1t + -+ chme)‘lt.
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ii) Si s6lo hay un eigenvector propio que corresponde al eingenvalor A; de multiplicidad m, entonces
siempre se pueden encontrar m soluciones linealmente independientes de la forma

X; = Ky
Xy = Kzlte)‘lt + K226>\1t

m—1 tm—2

t
Xm = Kmi eAlt + Koo

At . K A1t
(m—1)! (m—o)® T Rmme

donde las K;; son vectores columna.

Ejemplo 5.6 FEigenvalores repetidos

1 -2 2
Resuelva X' = | =2 1 -2 |X
2 =2 1

Sol: Desarrollando el determinante en la ecuacion caracteristica

1-x -2 2
det(A—M)=| -2 1-X -2 |=0
2 -2 1-)

se obtiene —(A+1)2(A—5) = 0. Se ve que \y = Ay = —1 y A3 = 5. Para \; = —1, con la eliminacion
de Gauss-Jordan se obtiene de inmediato

2 =2 210 operaciones 1 =1 010
entre renglones

(A+I1|0)=]| -2 2 —2|0 0 000
2 —2 2|0 0 00/0

El primer renglon de la ultima matriz indica que ki — ko + k3 = 0 0o ky = ko — k3. Las elecciones
ko = 1,ks3 =0 y ko = 1,k3 = 1 producen, a su vez, k1 = 1 y k1 = 0. Por lo que dos eigenvectores
correspondientes a \y = —1 son

Klz 1 Yy K2:

Puesto que ningin eigenvector es un multiplo constante del otro, se han encontrado dos soluciones
linealmente independientes,

1 0
X = 1 €_t Yy Xo = 1 e_ta
0

que corresponden al mismo eigenvalor. Por dltimo, para A3 = 5 la reduccion

—4 -2 210 operaciones 1 0 —-11]0
(A 15T | 0) _ 9 _4 —90 entre renglones 0 1 110
2 =2 —410 0 0 0]0



5.2. Sistemas lineales homogéneos 131

mmplica que k1 = k3 y ko = —kg. Al seleccionar ks = 1, se obtiene k1 = 1, ko = —1; por lo que el tercer
etgenvector es
1
Kys=| -1
1
Concluimos que la solucion general del sistema es
1
X =c 1 |let4+e| 1 let+es]| =1 et
1

Obs: Se dice que una matriz A de n X n es simétrica si su transpuesta A7 es igual que A, es decir,
si AT = A. Se puede demostrar que si la matriz A del sistema X’ = AX es simétrica y tiene
elementos reales, entonces siempre es posible encontrar n eigenvectores linealmente independientes
K, Ko, ..., K,, v la soluciéon general de ese sistema es como se muestra en el teorema 5.7. Como se
muestra en el ejemplo, este resultado se cumple aun cuando estén repetidos algunos de los eigenvalores.

Segunda solucién: Suponga que A; es un valor propio de multiplicidad dos y que sélo hay un eigen-
vector asociado con este valor. Se puede encontrar una segunda soluciéon de la forma

Xy = KteM! + Pe!

donde
kq p1
k p
K=| y P=| "’
kn Pn

Para ver esto sustituya en el sistema X’ = AX y simplifique:
(AK — M K) teM! + (AP — \\P — K) Mt = 0.
Puesto que la tltima ecuaciéon es valida para todos los valores de £, debemos tener
(A-MI)HK=0
(A-— I P =K.

De estas ecuaciones se establece que K debe ser un vector caracteristico de A asociado con A;. Al
resolver, se encuentra una solucion X; = Ke*'*. Para encontrar la segunda soluciéon Xs, solo se necesita
resolver el sistema adicional para obtener el vector P.

Ejercicio 5.4 Encuentre la solucion de
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Eigenvalor de multiplicidad tres: Cuando la matriz de coeficientes A tiene s6lo un eigenvector
asociado con un eigenvalor A\; de multiplicidad tres, podemos encontrar una segunda solucién tal como
antes y una tercera solucion de la forma

t2
Xy = ng“ + PteMt + QeM?,

donde
k1 D1 q
) D2 q2
K= . , P= . , oy Q= .
kn, Pn dn

Al sustituir en el sistema X’ = AX, se encuentra que los vectores columna K, P y Q deben satisfacer

(A-MDK =0
(A-MDP =K
(A-MI)Q=P.

Por supuesto, las soluciones de la primera y la segunda igualdad se pueden usar para formar las

soluciones X1 y Xo.

Ejemplo 5.7 Eigenvalores repetidos

2 1 6
ResuelvaX'=| 0 2 5 | X
0 0 2

Sol:La ecuacion caracteristica (A — 2)3 = 0 demuestra que A\; = 2 es un eigenvalor de multiplicidad

tres. Al resolver (A — 2I)K = 0, se encuentra el unico eigenvector

A continuacion se resuelven primero el sistema (A —2I)P = K y después el sistema (A —2I)Q =P
y se encuentra que

0 0
P=| 1 y Q=] ¢
0 5
Ast la solucion general del sistema es
1 1 0 1 2 0
X=c| O et 4 co 0 |te?+ 1 || + c3 0 56% + 1 | te® + —% et
0 0 0 0 0 i
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5.2.1 Eigenvalores complejos

Si\i=a+pBiyl=a—piB>0,i%> = —1 son eigenvalores complejos de la matriz de coeficientes
A entonces se puede esperar de hecho que sus eigenvectores correspondientes también tengan entradas
complejas. Por ejemplo, la ecuacién caracteristica del sistema

dx

= — 6 —
ar v
dy

— =5x+4
7 r + 4y

es A2 — 10\ + 29 = 0. De la formula cuadratica se encuentra A\; = 5 4 2i, \o = 5 — 2i. Ahora para

A1 = 5 + 2i se debe resolver
(1 =20k — ko=0

5ki — (14 2i)kg = 0.

Puesto que k2 = (1 — 2i)kq, la eleccion k1 = 1 da el siguiente eigenvector y el vector soluciéon corres-

K, = ! ], Xi= ! | e
1—2: 1—24

De manera similar, para A = 5 — 2¢ encontramos

Ko=( ') Xe=( | )en
1+2¢ 1+ 24

Podemos comprobar por medio del Wronskiano que estos vectores solucién son linealmente indepen-

pondiente:

dientes y por tanto la solucién general es

1 } 1 A
X — (5+21)¢ (5—21)15_
Cl<1—2i>e Tl g g )

Observe que las entradas en Ky correspondientes a Ao son los conjugados de las entradas en Ky
correspondientes a A;. El conjugado de A\ es, por supuesto, Ag. Esto se escribe como Ay = A\ y
Ky = Kl.

Teorema 5.8 (Soluciones correspondientes a un eigenvalor complejo) Sea A una matriz de coeficientes
que tiene entradas reales del sistema homogéneo y sea K1 un eigenvector correspondiente al eigenvalor
complejo \1 = o +0i,a y B reales. Entonces

Kle)qt y Kle)qt

son soluciones del sistema.

Sea K; un eigenvector caracteristico de la matriz de coeficientes A (con elementos reales) que
corresponden al eigenvalor complejo A\; = a + i¢8. Entonces los vectores solucion del teorema 5.8 se
pueden escribir como

KieMt = K et = K1 e (cos Bt + isen ft)

Kle:\lt = Kee Pt = K e (cos Bt — isen Bt).
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Por el principio de superposiciéon, los siguientes vectores también son soluciones:

X, = (Kle)‘lt + K1€5\1t) = (K1 + Kl) e cos Bt — % (—K1 + Kl) e sen Bt

N = DN =
N | =

. ; _ 1 _
Xy = (—Kle’\lt + KleAlt) = % (—K1 + Kl) e cos Bt + 3 (K1 + K1) e sen Bt

Tanto %(z—i—i) = @ como %z’(—z—i—i) = b son ntimeros reales para cualquier niimero complejo z = a+1b.
Por tanto, los elementos de los vectores columna % (K1 + Kl) y %z (—K1 + Kl) son numeros reales.
Definir

1 — _
B = 3 (Ki+Ki) vy By=-(-Ki+Kj), (5.2.4)

N =

conduce al siguiente teorema.

Teorema 5.9 (Soluciones reales que corresponden a un eigenvalor complejo) Sea A\ = a + i un
etgenvalor complejo de la matriz de coeficientes A en el sistema homogéneo y sean By y Bo los vectores
columna definidos en (5.2.4). Entonces

X = [Bj cos 3t — By sen t] ™
X5 = [By cos 3t + By sen 3t] ™

son soluciones linealmente independientes en (—o00,0).

Ejemplo 5.8 Resuelva el problema con valores iniciales

o 2 8 B 2
(2 D) xo-( )

Sol: Primero se obtienen los eigenvalores a partir de

2—A 8

2
1 _9_1 AT+ 0

det(A — AI)

los eigenvalores son \p = 2i y Ao = A\ = —2i. Para \; el sistema

(2 —2i)k; +8ko =0
—k1 + (—2 — 2i)k2 =0

da k1 = —(2 4 2i)ky. Eligiendo ko = —1, se obtiene

() ()
BlzRe(Kl):<_f> y B2:Im(K1):<§>.

Ahora de formamos
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Puesto que o = 0, se tiene que la solucion general del sistema es

2 2 2 2
X=c cos 2t — sen 2t cos 2t + sen 2t
-1 0 0 -1

2cos 2t — 2sen 2t 2cos 2t + 2sen 2t
=C + c .
—cos 2t —sen 2t

+ 2

2
Ahora la condicion inicial X(0) = L) de forma equivalente x(0) = 2 y y(0) = —1 produce el
sistema algebraico 2c1 + 2¢co = 2,—c1 = —1, cuya solucion es ¢y = 1,c0 = 0. Asi la solucion para el
2 2t — 2 2t
problema es X = €08 Sett
—cos 2t

Ejercicio 5.5 Resuelva los siguientes sistemas de ED

-1 1 0 4 1 0
1. X' = 1 2 1 X 8 X' = 0 4 1 X
3 -1 0 0 4
1 0 1 9.
2X'=101 0 |X dor
— =z
1 01 dt
dy _
-1 -1 0 dt
3. X' = 3 _3 3 | X dz
11 ar Y
8 1 2
o 4 9 10.
, dx
4 X'=] 4 -1 -2 |X — =% 4y+22
dt
0 0 6 dy
E:3x+6z
5 —4 0 d»
5. X'=11 0 2 |X a——4x—3z
2 5
1 00 , 1 -1 2
6. X =1 o 3 X 11. X' = -1 1 0 |X
0 -1 1 -1 01
10 0 4 0 1
7.X'=| 2 2 -1 |X 12. X' = 0 6 0 |X
0 1 0 -4 0 4




CAPITULO O

Sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales

Analisis cualitativo de sistemas no lineales

Muchos fenémenos de la naturaleza se comportan de forma un poco mas complicada que un sistema
de ecuaciones lineales. Por ejemplo, se suele utilizar la aproximacion de la Ley de Hooke F' = —kx para
modelar resortes, aunque en realidad esta fuerza suele tener otras componentes de orden no lineal, pero
que habitualmente son despreciables. En general estas ecuaciones presentan grandes desafios, pues es
bastante complicado encontrarles soluciones explicitas. Sin embargo, muchas veces se puede hacer un
estudio cualitativo de las soluciones, que nos indique sobre el comportamiento general del sistema no
lineal. Por otro lado tenemos la opcién de disenar métodos numéricos que nos permitan encontrar una
solucién aproximada.

Dados un intervalo abierto I y una funcion F' : I x R™ — R”, consideremos el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales de primer orden con condicién inicial Xo € R en tg € I :

X'(t) = F(t, X (1))t € T
X (to) = Xo

Si la funcién F' no es lineal con respecto a la varible X, se dird que es un sistema no lineal al cual nos
referirémos usando (SNL).

Ejemplo 6.1 Modelo SIR

s BSI

dt N’
dI _BSI .
a - N
dR

b Y

dt 77
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donde:

S = Numero de individuos susceptibles,

I = Nuamero de individuos infectados,

R = Numero de individuos recuperados,
N=S+I1+R (tamano total de la poblacion),
B = Tasa de contacto efectiva de la enfermedad,

~v = Tasa de recuperacion.

Si ademés la funciéon F' no depende explicitamente de la variable ¢, se dird que es un sistema no lineal
auténomo al cual nos referiremos usando (SNLA). Generalmente un (SNLA) corresponde en el caso
mecanico a un movimiento sin forzamiento externo. Estos sitemas son invariantes bajo traslaciones
temporales (variable ¢ ). En particular, si X : I — R"™ es una soluciéon del sistema entonces la funcion
X, : I. — R™ definida por X.(t) = X(t — ¢) también lo es. Aqui I. denota el intervalo I desplazado
hacia la derecha en c.

Definiciéon 6.1 El vector X (t) € R™, que es la solucion del sistema en un punto t € I, se llama vector
de estado.

Observacion: Dada una funcion h : I x RxR--- xR — R, toda ecuacion de orden superior de la
forma

y™ =h (tvy, Y. .. ,y(”’l))
y (to) = v,y (to) = y1, .-,y Y (to) = Y1

se puede llevar, mediante un cambio de variables, a la forma (SNL). Claramente, si h no depende
explicitamente de t, se puede llevar a la forma (SNLA).

Ejemplo 6.2 (El péndulo simple amortiguado). Un péndulo simple sometido a un ambiente con roce
(por ejemplo aire, agua, aceite, etc.) y a una fuerza externa, queda descrito por la siguiente ecuacion
de movimento de sequndo orden:

mf" + et/ + =% sen(6) = £(1)
0(0) = 6o
0'(0) = 6,
donde 0 es el dngulo que forma el péndulo con respecto a la vertical y ¢ el coeficiente de roce, producto

de una fuerza de roce viscoso lineal: Frye = —cv, donde v = LO'. Haciendo el cambio de variables:
x=40,y=140, la ecuacion anterior toma la forma de (SNL) :

r =19
’ C

v =Sy Lsen(a) + - f(1).
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La no linealidad se aprecia claramente en el término sen(f) pues
sen (A0 + 02) # Asen (01) + sen (62)
El (SNLA) del péndulo corresponde al caso en que no hay forzamiento externo:

r =Y

/ c g
= ——y— =se .
J my L n(z)

Ejemplo 6.3 Atractor de Lorenz. El siguiente sistema de ecuaciones diferenciales fue un modelo desa-
rrollado por Lorenz, que en principio se proponia tratar de comprender los fendmenos meteoroldgicos.
El modelo que utilizé Lorenz consiste en una atmdsfera bidimensional rectangular, cuyo extremo in-
ferior estd a una temperatura mayor que el superior. De esta manera el aire caliente subird y el aire
frio bajard credndose corrientes que hardn un intercambio de calor por conveccion. Las ecuaciones que
describen este proceso son:

2 = s(y—2)

Yy =rr—y—xz

2 =xy—bz
donde x que representa el flujo convectivo; y, la distribucion horizontal de temperaturas; y z la distri-
bucion vertical de temperaturas. Ademds, tenemos tres pardmetros que intervienen en las ecuaciones: s
es el cuociente entre la viscosidad y la conductividad térmica; r, la diferencia de temperaturas entre la
capas inferior y superior; y b el cuociente entre la altura y el ancho del rectangulo. Este es un modelo
muy importante que tiene muchas propiedades interesantes, pero por ahora solo notamos que es un
sistema autonomo, pero no lineal, pues aparecen los términos xy y xz.

6.1 Sistemas no lineales y sistemas linealizados

De aqui en adelante nos restringiremos a problemas en dos dimensiones y auténomos de la forma
(SNLA):
{ﬁzﬂ%% z (to) = @0
y'=G(z,y), y(t)=uo

con F'y G funciones continuamente diferenciables. Bajo estas condiciones se garantiza que siempre
tendremos una tnica solucién local.

Definiciéon 6.2 Decimos que (Z,7y) es un punto critico o de equilibrio del (SNLA) si

{ F(z,9)

0
G(z,7) = 0.

Definiciéon 6.3 Se llama nulclina en z a la curva definida por F(x,y) =0 y nulclina en y a la curva
definida por G(z,y) = 0.
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Los puntos criticos son las intersecciones de las nulclinas. El conjunto de puntos criticos del sistema

se denota por
C={(z,9) €R*| F(z,9) = G(z,7) = 0}

Ejercicio 6.1 Considere que un modelo para la competencia de dos poblaciones de animales (conejos

y ovejas) que luchan por recursos en un hdbitat reducido viene dado por

r' = 60x — 322 — 4y
y =42y — 3y — 2zy

donde x es la poblacion de conejos e y la de ovejas. Encuentre los puntos criticos de este sistema.

Si hacemos una expansion de Taylor en el (SNLA) en torno a un punto critico (Z,y), resulta:

Floy) = G @0 = 0)+ 5 @)y - )+ he(r)
Glay) = G (.0 )+ o @)y )+ he(r)

donde r = (z,y) — (Z,y) (recordemos que F(z,y) = G(Z,y) = 0). Ademas

h
tim 22 _ alr) _,
r—0 HT‘H r—0 ||7“H
Para simplificar la notaciéon definimos
oF oF 0G oG
= — T 1 = — T m = — T U d = — T U
a=——-(2,9), 9y (,9), c=5-(2.9) ¥y a9y (z,9)

constantes que dependen del punto critico. Notamos que

a b\ _( %@ 5@\ _,
<cd>‘<%wm %mw)‘“’”

donde J es la matriz Jacobiana de la funcién

F(z,y)
(z,y) = ( Glr.y) )

evaluada en el punto critico (Z,y). Ahora, si reemplazamos en (SNLA) queda:

' =a(x—z)+bly—7)+ he(r)

(SNLA) { y/:c(x_i-)+d(y—g)+hG(r)'

Consideramos el sistema linealizado

' =a(r—2)+bly—9)
(SL) { Yy =clr—T)+



6.1. Sistemas no lineales y sistemas linealizados 140

Definiciéon 6.4 Un sistema (SN LA) es degenerado en torno a (z,y) si |J(Z,y)| = 0. Un punto critico
(z,y) de (SNLA) es aislado si existe & > 0 tal que no hay ninguin otro punto critico en la bola de
centro (Z,y) y radio §. De lo contrario se dice que los puntos criticos son densos en torno a (Z,y).

Propiedad 6.1 Sea (%,y) un punto critico de (SNLA).

1. Si|J(z,y)| # 0, entonces (Z,y) es el unico punto critico de (SL). En particular es aislado para

(SL).

2. Si|J(z,g)| = 0, entonces los puntos criticos de (SL) son densos en torno a (Z,y). Mds preci-
samente, el conjunto C es una recta que contiene a (Z,y) si J(Z,y) # baxa y es todo el plano si

J('f7g) = 92><2-
3. Si|J(z,y)| # 0, entonces (Z,y) es un punto critico aislado de (SNLA).

Dem: Primero observemos que (x,y) es punto critico de (SL) si, y sdlo si,

alr —z)+bly—y) =0
cle —z)+d(y —y) =0.

(75) G- ()

donde Vi es un vector constante que depende de (T,y).

Es decir, si

<oy
S—
Il
B

1. Si|J(z,7)| # 0 el sistema tiene solucion unica (Z,7).

2. Si |J(Z,y)] = 0 el sistema tiene infinitas soluciones, que forman una recta si J(z,y) # 0 y todo

el plano si J(z,y) = 0.

3. Por contradiccion, supongamos que para cada § > 0 existe otro punto critico (w,z) de (SNLA)

tal que |(z,y) — (w, z)| < d. Por definicion,

donde 7 = (w,z) — (Z,y). De manera equivalente,

a b w—z\ _ [ he(7)
c d Z—9 ha(7)

Si |J(Z,y)| # 0 tenemos que

Tomando norma y acotando obtenemos

7 < |72, 9) 7| Ve ()2 + hp ()2

1< |[J(z,9)" \/(hﬁ:‘?)z * (h!i“(l?ln)f'
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Pero el lado derecho tiende a cero cuando ¥ — 0, con lo que llegamos a una contradiccion.

En resumen, un sistema que no es degenerado en torno a (z,y) cumple que (Z, ) es un punto critico
aislado de (SINLA) y es el inico punto critico de (SL).

Ejemplo 6.4 Conejos y ovejas. Un modelo para la competencia de dos poblaciones de animales que
luchan por recursos en un hdbitat reducido viene dado por:

x’ = 60z — 322 — 4xy

y = 42y — 3y — 2xy
donde x es la poblacion de conejos e y la de ovejas. Del ejemplo anterior tenemos que C = {(0,0)
,(0,14), (20,0), (12,6)}, conjunto que muestra las posibilidades de equilibrio entre ambas poblaciones.

El dnico caso en que pueden coexistir ambas especies es (Z,y) = (12,6). En los demds casos, al menos
una de las especies se extingue. Aun asi, todas son soluciones de equilibrio. El Jacobiano en este caso

’ % (z,9) %i(5,9) 25 42 — 67 — 2%

estd dado por:

FEvaluando el Jacobiano en cada punto critico encontramos los respectivos sistemas linealizados:

1. J(0,0) = ( o0

0 49 ) es invertible. El sistema linealizado alrededor de (0,0) es

' =60(x —0) +0(y — 0)
(SLh { Yy =0(x—0)+42(y — 0)

2. J(20,0) = ( _(?0 _280 ) también es invertible y
51y, | ¥ = ~00 = 20) = 80(y ~0)
1 ¥ =0(z—20)+2(y—0)
4
3.J(0,14) = ( 0% (312 ) también lo es y

' =4(x—20)+0(y —0)
(SL)s { y' = —28(z — 20) — 42(y - 0)
—36 —48

4. Finalmente, J(12,6) =
—-12 -18

) es invertible y

' = —36(x — 12) — 48(y — 6)
(SL)a { y' = —12(z — 12) — 18(y — 6).

Ast, el modelo no es degenerado en torno a cada uno de sus puntos criticos.
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Ejemplo 6.5 Habiamos visto que las ecuaciones de un péndulo sin forzamiento estdn dadas por

=y
y = —5y— £sen(x)

Sus puntos criticos satisfacen

0=y
0=—2y— ¥sen(z)

de donde
C={(km0) | keZ}

eyl L)

que es invertible. El sistema linealizado en torno al origen es

FEl Jacobiano mene dado por

2 =0(x —0)+ 1(y —0)
(SL)y , g c

Y :—Z(JU_O)—E?/

z = a3
y =y

Vemos que (0,0) es un punto critico aislado de este sistema. Sin embargo

2
J(x,y):<3g 322>, de donde J(0,0):<8 g)

Por lo tanto, este sistema es degenerado en torno al (0,0). Si intentamos hacer la linealizacion en

=0
y =0

cuyos puntos criticos son C = R?, como asequra la Proposicion punto 3.

Ejemplo 6.6 Consideremos el sistema

torno a (0,0) obtenemos

Ejemplo 6.7 Consideremos el (SNLA)

v =3z + 22 +2y+9°
Y = 6x — x? + 4y + 92

Claramente el punto (0,0) es un punto critico. Para ver que es el unico (y por tanto es aislado)
se puede tratar de resolver explicitamente el sistema, pero esto resulta un poco engorroso. Dado que
cada ecuacion representa una conica, otra forma de buscar puntos criticos es analizar el grdfico. Si

completamos cuadrados obtenemos

<x+g)2+(y+1)2:4

—(z -3+ (y+2)*=-5
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que corresponden a una circunferencia y una hipérbola, respectivamente. El bosquejo del grdfico se puede
ver en la Figura.

Figura 6.1: Interseccion de Conicas.

Para ver que en (0,0) la dos curvas efectivamente son tangentes como sugiere el grdfico, calculemos
la derivada en dicho punto:

342z 3

342 4+2% +20) =0= ¢ = —— ") = —2
Y+ 2yy y 20T 1) y'(0) 5

-3 3

6-2+4y +2y) =0y =22 = J0)=-2
r+ 4y + 2yy Y 2Ty y'(0) 5

La matriz jacobiana estd dada por

3+2x 2+2y 3 2
J = l J(0,0) =
(2,9) (6_% 4+2y> y luego  J(0,0) (6 4>

que no es invertible. Por lo tanto el sistema es degenerado. El sistema linealizado en torno a (0,0) es

' =3x+ 2y
y = 6x + 4y
cuyos puntos criticos son C = {(:E,y) ER? |y = —%x} Aqui el punto (0,0) tampoco es aislado.

6.2 Diagramas de fase y de flujo

Dado el (SNLA)
{ 2 = F(z,y)

y = Glz,y)
con condicion inicial (z (to),y (to)) = (x0,%0), a la soluciéon del problema de Cauchy se le llama tra-
yectoria que parte de (xg,yp). Més precisamente, es la funcion

T : Iy — R?
t— (2(t),y(t)),
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donde Ij es su intervalo maximo de existencia (que por supuesto contiene al que entrega el Teorema
de Existencia y Unicidad). El recorrido R de esta trayectoria es el conjunto imagen de la funcion 7.
Es decir,

R = {(x(t),y(1) € B* | t € I}

Claramente dos trayectorias distintas pueden tener el mismo recorrido.

Un diagrama de fases de este sistema auténomo es a una coleccion de recorridos de las trayectorias
para un ntmero representativo de condiciones iniciales. El plano donde se grafica el diagrama de fases
se llama plano de fase. El interés de los diagramas de fase es que al eliminar el tiempo de las ecuaciones,
obtenemos graficos en 2 dimensiones en lugar de 3 , lo que hace mas facil su estudio. Por otra parte,
al senialar el sentido de recorrido podemos conocer muchas propiedades, en particular asintéticas, de

las trayectorias.

Una consecuencia del Teorema de Existencia y Unicidad es la siguiente

Proposicion 6.2.1 Si dos trayectorias se intersectan sus recorridos coinciden.

Dem: Si dos trayectorias T1 y T se intersectan, entonces existen tq,ty tales que

(z1 (1), 41 (1)) = (22 (t2) s y2 (2))

Denotamos este punto por (xo,yo). La trayectoria T3 definida por

(w3(t),y3(t)) = (z2 (t +t2 —t1) ,y2 (t +t2 — t1))

tiene el mismo recorrido que To porque es una traslacion en tiempo y el sistema es autdnomo. Pero
también tiene el mismo recorrido que T1 porque es solucion del mismo problema de Cauchy.

Esto nos dice que las curvas en el diagrama de fase no se intersectan, de modo que una situacion
como la presentada es imposible.

Lo que si se puede dar para dos trayectorias distintas, es que sus recorridos se confundan. Por
ejemplo, tomemos la trayectorias:

(@1(t), y1(£)) = (sen(t), cos(t)) con  (x(0),y(0)) = (0,1)
(2(t), y2(t)) = (cos(t),sen(t)) con  (x(0),y(0)) = (1,0).
Elevando al cuadrado cada componente y sumando vemos que ambas trayectorias satisfacen 22412 = 1.

También es facil ver que recorren toda la circunferencia. Sin embargo lo hacen en sentidos opuestos,
como se ilustra en la figura. Si queremos hacer que las dos trayectorias

¥ J
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recorran la curva en el mismo sentido basta modificar una a

(Z2(t), ya(t)) = (cos(t), —sen(t)) con  (2(0),y(0)) = (1,0)

El diagrama de flujo se construye al graficar en una coleccién de puntos (x,y) representativos el vector
(F(x,y),G(x,y)). Por regla de la cadena se tiene que
dy dydx dy vy G(x,y)

—_— = 1 —_— = — =
dt dedt T ar T o F(z,y)

Por lo tanto el recorrido de la trayectoria es tangente al flujo.

6.3 Clasificacion de los puntos criticos

Los puntos criticos de un (SNLA) pueden ser de diferentes naturalezas. Un punto critico (Z,%) es
estable si para cada ¢ > 0 podemos encontrar § > 0 de manera que |[(z(t),y(t)) — (Z,7)|| < e para
todo ¢, siempre que ||(zo,y0) — (Z,7)|| < 6. De lo contrario se dice que es inestable. En palabras, un
punto critico es estable si las trayectorias que parten cerca de él se mantienen cerca.

Por otra parte, un punto critico (Z,y) es asintoticamente estable si es estable y ademas existe § > 0
tal que

lm (x(t),y(t)) = (z,y), siempre que ||(zo,y0) — (z,9)| < 6.

t—o00

Notemos que no todo punto estable es asintéticamente estable.

' =—x
y' = —ky
donde k es una constante no nula, con condiciones iniciales: x(0) = xo, y(0) = yo, que tiene como

{ x(t) = zoe™?

Ejemplo 6.8 Consideremos el sistema

solucion:

y(t) = yoe F

Asi tenemos una solucion (x(t),y(t)) que depende de (zo,yo). Para distintos valores de k, esta solucion
tiene distintas formas.

Si tomamos k = 1, resultan las soluciones

z(t) = zoe™?
y(t) = yoe™

Dividiendo las ecuaciones

z(t) _ 7o _ W,
s g v = )

que representan rectas de pendiente z—g, cuyo grifico en el plano XY queda ilustrado en la Figura 6.3
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X0 —

Y0

Figura 6.2: Soluciones de para k > 0.

X

Figura 6.3: Solucién del sistema para una condicién inicial en el plano de fases XY

donde las flechas indican el sentido positivo del tiempo. Cuando t — oo tenemos que (x(t),y(t)) —
0,0).
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Si graficamos las soluciones para diferentes valores positivos y negativos de xg y de yp construimos
el diagrama de fase, donde se aprecia claramente que todas las soluciones concurren al origen. Esta
caracteristica hace que este punto critico sea asintoéticamente estable.

Jo -

Figura 6.4: Diagrama de fase completo para k = 1.

Ahora, si cambiamos el parametro a k = 2, resulta
z(t) = xpet
y(t) = yoe*

Cuando t — oo las soluciones también se acercan al origen. Elevando al cuadrado la primera ecuacion

y reemplazando en la segunda vemos que

El diagrama de fases se muestra en la Figura 6.5. Las soluciones se mueven a lo largo de parabolas y

el origen sigue siendo asintéticamente estable.



6.3. Clasificacion de los puntos criticos 148

Figura 6.5: Diagrama de fase para k = 2.

Analicemos ahora el caso k = —1. Esta vez
x(t) = zpet
y(t) = Yo
Al multiplicar ambas ecuaciones y despejar y obtenemos
_ ZoYo
x

de modo que las soluciones se mueven a lo largo de hipérbolas cuando zg # 0 e yg # 0. Ademas
notamos que cuando t — cox — 0, mientras que y — £o0o segin el signo de yg. En este caso el origen
deja de ser estable.

<

v

Figura 6.6: Diagrama de fase para k = —1.

Se dice que una trayectoria ¢t — (x(t),y(t)) converge o tiende al punto critico (z,y) cuando t — oo
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si

lim z(t) =z y limy(t)=g9.

t—o00 t—o00

Analogamente se define la convergencia cuando t — —oo.

Las trayectorias pueden converger de distintas formas. Si ademés de converger al punto (Z, y) cuando
t — 400, la trayectoria es tal que existe

|

I = lim %
t—00 gj(t) —

8l

entonces se dice que la trayectoria entra al punto critico (Z,y) tangente a una semirrecta de pendiente
[ cuando t — oo. De la misma forma, si ademéas de converger al punto (Z,y) cuando t — —oo la

trayectoria es tal que existe
O
| = lim Y=Y
t——oo x(t) — T

se dice que la trayectoria sale del punto critico (Z,y) tangente a una semirrecta de pendiente [ cuando

t — —o0.

Definiciéon 6.5 Un punto critico aislado (Z,y) se llama nodo si todas las trayectorias vecinas, o bien

=—z
Yy =—y

ya sabemos que las trayectorias convergen a (0,0). Ademds, cualquier trayectoria vecina que tenga una

entran al punto (z,y), o bien salen de él.

Ejemplo 6.9 Para el sistema

condicion inicial (xg,Yyo), tendremos que:

i yoe ' —0 o
im &—— ==
t—oo xpe~t —0  xg
de modo que entra tangente a una semirrecta de pendiente yo/xo (vertical si xo = 0). Por lo tanto

(0,0) es efectivamente un nodo.

Ejemplo 6.10 En el sistema
2= —x
y'=-2
también se tiene que el punto critico (0,0) es un nodo. Todas las trayectorias entran al nodo con

pendiente | = 0 salvo aquellas que parten de algin punto sobre el eje OY , que entran con pendiente
vertical.

Definicién 6.6 Un punto critico aislado (Z,7) se llama punto silla si existen dos trayectorias que en-
tran a €l tangentes a semirrectas opuestas y dos que salen de la misma forma. Las restantes trayectorias
no convergen a (Z,y) y tienen como asintotas a las semirrectas antes mencionadas.
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Ejemplo 6.11 En el sistema

Figura 6.7: Punto de silla.

Definicién 6.7 Diremos que un punto critico es punto espiral si todas las trayectorias en una vecindad
del punto convergen pero no entran cuando t — 0o, o convergen pero no salen cuando t — —oo. Un
punto critico es un centro si todas las trayectorias en una vecindad del punto son cerradas y existen
trayectorias arbitrariamente cerca del punto.

Ejemplo 6.12 Consideremos el sistema

7’ = ax + By
y' = —Pr+ay,
con condiciones iniciales (z(0),y(0)) = (zo,yo0) dadas, que tiene claramente el unico punto critico

(0,0). Este es un sistema lineal de matriz

A= @ F
cuyos valores propios son A = a £ if3. Finalmente, la solucion del sistema es
_ ot cos(ft)  sen(pt) T
y —sen(Bt) cos(ft) Yo )

Para bosquejar los diagramas de fase del sistema, solo es necesario considerar los signos de o y 5. La
¢

8]

trayectoria se aleja del origen si a > 0 pues e* es creciente. Si a < 0, la trayectoria se acerca. Por
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otra parte, la rotacion ocurre en sentido horario si 3 > 0 y antihorario si f < 0 (ver Figuras 6.8, 6.9
y 6.10).

Sia =0 el mddulo de (x(t),y(t)) permanece constante por lo que la trayectoria define circunferencias.
Si 8 =0 no hay rotacion y las soluciones se mueven a lo largo de rectas por el origen.

Las Figuras 6.8, 6.9 y 6.10 nos dicen también las caracteristicas de estabilidad del punto critico (0,0)
s st a < 0 es un punto espiral asintoticamente estable; si o > 0 es un punto espiral inestable; si o = 0
es un centro estable. Si B =0 es un nodo (estable o inestable segin el signo de o ).

&
&
~

N

Figura 6.8: Diagrama de fase del sistema. A la izquierda oo < 0,8 > 0, y a la derecha o > 0,8 < 0.

Y
N

(7
0

Figura 6.9: Diagrama de fase del sistema. A la izquierda oo < 0,8 < 0, y a la derecha @ > 0,8 > 0.
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AN AN
NI Nl

Figura 6.10: Diagrama de fase del sistema para a = 0. A la izquierda 8 > 0, y a la derecha 8 < 0.

Antes de continuar notemos que: es posible definir una matriz exponencial e tal que
X = AlC

es una soluciéon del sistema homogéneo X’ = AX. Aqui A es una matriz n x n de constantes y C

es una matriz columna n x 1 de constantes arbitrarias. Observe que la matriz C se multiplica por la

Al gea una matriz n x n. Una forma de definir ¢! se basa en la
representacion en serie de potencias de la funcién exponencial escalar e :

derecha a e porque queremos que e

2 k > k
e“t::1+at+a2t—+~~+akt—+~-:Zakt—
2! k! K

k=0

La serie converge para toda t. Si se usa esta serie, con la matriz identidad I en vez de 1 y la constante

a se reemplaza por una matriz A, de constantes, se obtiene una definicion para la matriz n x n, eA?,

Definicion 6.8 Matriz exponencial Para cualquier matriz An X n,

At ot i t* — Ak t"
M =T+ AL+ A+ + A E+”':ZA o
k=0

La serie converge a una matriz n X n para todo valor de t.

Ejercicio 6.2 Una matrizn X n, A es una matriz diagonal si todos los elementos fuera de la diagonal
principal son cero, es decir,
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Muestre que

et 0 0
0 e®22t 0
oAt _ .
0 0 efnnt

Por otro lado notemos que la derivada de la matriz exponencial es similar a la propiedad de derivacién

de la exponencial escalar e = ae®,
d
aeAt — ABAt,
derivamos término por término:
d ar_ d ot Bt 2, , L3
Goat _ T A A2 AR L A A% A2 .
¢ dt[+ TAG AT AT AT

2
:A[I+At+A2;+-~] = A,

Ahora se puede probar que eA*C es una solucion de X’ = AX para todo vector n x 1, C de constantes:

X' = %eAtC = Ae?C = A (e*C) = AX

At

Uso de la transformada de Laplace para el calculo de e Vimos que X = e es una solucion

de X’ = AX. De hecho, puesto que eA? = I, X = A% es una solucion de problema con valores iniciales
X' =AX, X(0)=1I
Six(s) = L{X(t)} = £ {e®"}, entonces la transformada de Laplace es
sx(s) — X(0) = Ax(s) o (sI—A)x(s)=1L

Multiplicando la tltima ecuaciéon por (sI — A)~! se tiene que x(s) = (sI — A)"'I = (sI —A)~L. En
otras palabras, £ {eAt} =(sI-A) o

Al =71 {(sT-A)"'}.

1

-1
. Sol: Primero
2 =2

Ejemplo 6.13 Use la transformada de Laplace para calcular et para A = (

calcule la matriz sI — A y determine su inversa:

I A — s—1 1 ’
-2 s+42

1 1 -1 s+2 -1
(SI _ A)—l _ ( §— > _ < s(s;—l) s(sj—ll) > )
—2 s+2 s(s+1)  s(s+1)
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Entonces, descomponiendo las entradas de la wltima matriz en fracciones parciales:
1 1, 1
(SI _ A)—l — 5—12—1 s + s+1 .
T s+l

1 2
Tt
Se deduce que la transformada de Laplace inversa proporciona el resultado deseado,

At 2—et —14et
et = .
22t —1427t

® [N ® [

Sea P una matriz cuyas columnas son eigenvectores K1, Ko, ..., K, que corresponden a eigenvalores
A, A2, ..., An de una matriz A de n x n. Entonces se puede demostrar que A = PDP ™!, donde D se
define por

A0 0
0 X -+ 0

D= i . (6.3.1)
0 0 An

Ejercicio 6.3

1. Suponga que A = PDP~! donde D se define como en (6.3.1). Demuestre que eAt = PePIPL

2. Si D se define como en (6.3.1), entonces encuentre eP?

3. Use los resultados previos para resolver los siguientes sistemas

ox-( 1))
wx- (7))

6.4 Puntos criticos de sistemas lineales

Nos interesa estudiar ahora con profundidad los sistemas linealizados, puesto que Henri Poincaré
demostr6 que bajo las hipotesis adecuadas, si se logra clasificar cualitativamente un punto critico, por
ejemplo en términos de nodo, espiral, etc., entonces estas mismas caracteristicas se mantendran en el
sistema original no lineal. Y por otra parte, Alexander Liapunov demostroé que bajo ciertas hipotesis,
se conservaba la estabilidad asintética de los puntos criticos al linealizar. Por esta razoén, ahora nos
concentraremos en los sistemas lineales y pospondremos un momento el enunciado exacto de estos
teoremas.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer como punto critico (Z,y) = (0,0) (si este no fuera el
caso, basta efectuar una traslacion), y entonces consideramos el sistema lineal:

' = ax + by
Yy = cx+dy
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con condiciones iniciales x (tg) = g,y (to) = yo, y con ad — be # 0, para que de esta forma el punto

(0,0) sea el tnico punto critico del sistema (y sea aislado).

a

c d
al cero como valor propio. Luego A1, Ao # 0. Pueden ocurrir los siguientes casos:

con valores propios A1, A2. Recordemos que una matriz invertible no tiene

Tomamos A = (

Casos Principales:

1. A1, A9 reales distintos pero de igual signo.

2. A1, Ao reales distintos y de distinto signo.

3. A1, A2 complejos (conjugados), con parte real no nula.
Casos Frontera:

1. A1, Ao reales e iguales.

2. A1, A9 imaginarios puros (conjugados).

Examinaremos por separado cada uno de los casos descritos arriba.

6.4.1 Casos Principales:

En todos estos casos los valores propios son distintos, por ende la matriz es diagonalizable, es decir,
se puede escribir de la forma A = PDP~!, con

D:(?i) P=(v fo)

donde vy, v9 son los vectores propios asociados a A1 y Ao, respectivamente. De esta forma la soluciéon

del sistema lineal es

(0)=( 2)(%)

De esta forma, el problema se desacopla en estas nuevas coordenadas , ¢ introducidas por las direc-
ciones de los vectores propios (llamadas también direcciones propias). Resulta simplemente

.% = e)‘ltf()
y =My
Observemos que si, por ejemplo, A1 < 0, entonces

lim 7 = lm M3y = 0.
t—o00 t—o0
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Si A1 > 0, entonces

lim 7 = lim % = +o0
t—o0 t—o0

donde el signo de oo estéd dado por el signo de la condicién inicial. El mismo argumento es valido
para As.

Si queremos estudiar el diagrama de fase, eliminamos la variable ¢ de las ecuaciones anteriores y

obtenemos

~ ~A2/A
g = o,

donde ¢y = %75 es una constante.
Zo

A1, A9 reales distintos de igual signo.

So6lo hay dos casos: A\a/A1 > 10 Aa/A; < 1. El bosquejo del diagrama de fases para el caso Ag/A\1 > 1
se tiene en la Figura (6.11). En el grafico de la izquierda, para Ao < A; < 0 se tiene estabilidad
asintotica, mientras que en el de la derecha, para 0 < A1 < Ao, el origen es inestable.

Para el caso \y/A; < 1, se tiene la Figura (6.12). En el grafico de la izquierda, para A\; < Ay < 0 se
tiene estabilidad asintotica, mientras que en el de la derecha, para 0 < Ay < A1, el origen es inestable.

; X ; E K
Figura 6.11: Diagramas de fase para \o/A; > 1.
% Y ; } Y

Figura 6.12: Diagramas de fase para \a/A; < 1.

Como conclusion tenemos que en ambos casos el punto (0,0) es un nodo. Si los valores propios son
negativos, es asintéticamente estable; si son positivos, entonces es inestable. Ademéas, vemos que en
general para el caso de valores propios reales distintos de igual signo, los recorridos de las trayectorias
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son siempre tangentes a la recta dada por la direccién del vector propio asociado al valor propio de
menor modulo.

En efecto:

- A < |A2] = i—f > 1 = recorrido tangente a v;.

- o] < M| = i—f < 1 = recorrido tangente a vs.

A1, A2 reales con distinto signo.

Los diagramas de fase seran los de la Figura 6.13. El punto critico es un punto silla, que por supuesto
es inestable. Las trayectorias entran en la direccién propia asociada al valor propio negativo y salen en
la direccién propia asociada al valor propio positivo.

y e
N

)

Figura 6.13: Diagramas de fase para Ay y A1 de signos distintos.

Ejemplo 6.14 (Continuacion de conejos y ovejas). Volvamos al ejemplo de los conejos compitiendo
con las ovejas:

2’ = 60z — 32° — 4wy = F(x,y)

y' =42y — 3y° — 2zy = G(x,y)
Sabemos que

C ={(0,0),(0,14), (20,0), (12,6)}

Vimos que este sistema no era degenerado entorno a ninguno de estos cuatro puntos criticos, que ahora
clasificaremos con respecto al sistema linealizado. Ya habiamos evaluado el jacobiano en cada punto
critico:

60 0
0 42
inestable. Los vectores propios asociados son

(1) ()

respectivamente. Los recorridos de las trayectorias son tangentes a la direccion vy (salvo los 2 que son

1. J(0,0) = ) . Sus valores propios son A\ = 60y Ao = 42, por lo que se trata de un nodo

tangentes a vy ).
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—60 —80
0 2
punto silla. Los vectores propios asociados son

(i) (2

respectivamente. El eje de las trayectorias convergentes es la direccion vy.

4 0
—28 —42

es un punto silla. Los vectores propios asociados son

(2 ()

respectivamente. El eje de las trayectorias convergentes es la direccion v.

2. J(20,0) =

. Sus wvalores propios son A1 = —60 y Ao = 2, por lo que éste es un

3. J(0,14) = ) Sus valores propios son \y = 4 y Ao = —42, por lo que éste también

—36 —48
. J(12,6) =

3V73 =~ —1,4 porlo que el punto critico (12,6) es un nodo asintdéticamente estable. Los vectores propios

- 16 - 16
T sevm ) T\ 3o vas

respectivamente. Los recorridos de trayectorias son tangentes a la direccion vy (salvo los 2 que son

). Sus wvalores propios son A\ = —27 — 3v/73 =~ —52,6 y Ay = —27 +

asociados son

tangentes a vy ).

En conclusion tenemos que en el punto (0,0) donde ambas especies desaparecen es inestable, al igual
que cuando una sola especie sobrevive en los puntos (20,0) y (0,14). El punto (12,6) es un punto de
equilibrio asintoticamente estable, por lo que si tomamos cualquier condicion inicial que no sean los
otros puntos criticos, tendremos que en un tiempo suficientemente extenso se dard la coexistencia de
conejos y ovejas en las vecindades del punto (12,6). Podemos hacer ahora un esbozo del diagrama de

fases.

Figura 6.14: Diagrama de fases del modelo de conejos y ovejas.
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A1, A2 complejos conjugados con parte real no nula

Esto es
AM=a+if M=a—i8, con a#0 y [B#0

Esto es equivalente (con un cambio de base) al sistema
I =al+ By
y =-Pr+ay
) a—+1 0 o . . . . .
pues las matrices +ib . y b , tienen igual polinomio caracteristico. Ya habia-
0 a—if -0 «
mos analizado este caso. Vimos que el origen es un punto espiral asintoticamente estable si & < 0 y un
espiral inestable si a > 0.

Ejemplo 6.15 (Péndulo no lineal). Ahora que tenemos mds herramientas, sequiremos con el ejemplo
del péndulo no lineal. El sistema

=y
Yy =—Ly— {sen(x)

tiene puntos criticos C = {(km,0) | k € Z}, y el Jacobiano respectivo es:

J(x’y):<—%c(z)s(a}) _1C>Z>J($7y):<_g(0_1)k _1C>7

por tanto los valores propios dependerdn de la paridad de k.

k impar: Tenemos que N> + SX— 4 =0, de donde

Puesto que todas las contantes son positivas tenemos dos valores propios reales de distinto signo. Los
puntos criticos resultan ser puntos sillas inestables.

k par: Aqui \* + X+ 4 =0 y luego

c c2 g
Y
2m 4m?2 L

Analicemos por casos el signo de la cantidad subradical:

1. Sobreamortiguado: El caso 46—22 > 4 nos entrega dos valores propios reales distintos, ambos nega-
m
tivos, por lo que los puntos criticos (km,0) resultan nodos asintéticamente estables.

C2
4m?2
que los puntos criticos (km,0) resultan puntos espirales, que ademds son asintdticamente estables pues

_ c

2. Subamortiguado: El caso < 4 nos entrega dos valores propios complejos conjugados, por lo

FEste caso corresponde al mds comin, que ocurre cuando el coeficiente de roce es pequeno (notar que
2 . . .
1z < 4 si, y sdlo si, ¢ < 2m\/%>.
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Notemos que si el péndulo esta en posiciéon vertical hacia arriba, que corresponde a los puntos k
impar, esta en un equilibrio inestable. Intuitivamente, si en esta posicién lo perturbamos ligeramente,
el péndulo oscila hasta la posiciéon vertical hacia abajo, que son los puntos espirales asintéticamente
estables con k par.

47

4 Y
[/ n

o A

a4
§

Figura 6.15: Diagramas de fase del péndulo subamortuguado.

" . 2 ) . .
3. Criticamente amortiguado: El caso ;75 = 4 nos entrega un solo valor propio real negativo. Este

caso aun no lo hemos analizado, por lo que lo pospondremos momentaneamente.

6.4.2 Casos Frontera.

Un so6lo valor propio A con multiplicidad 2

Tenemos el sistema

' = ax + by
Yy =cx+dy
con la matriz A = < “ d no es necesariamente diagonalizable (pues tiene el valor propio repetido),
c

pero siempre se puede llevar a su forma canénica de Jordan A = PJP~! donde J puede tener uno o
dos bloques. En el caso de tener dos bloques, la matriz es diagonalizable, con

A0 oy e o0
JZ(OA) y de aqui et:<0 M

Luego, la ecuacién en las nuevas coordenadas dadas por los vectores propios generalizados vy, vg es:

T _ 6)‘t 0 50 N T = 6>‘th
0 0 e Yo y=eMyy

El diagrama de fase de este caso ya es bien conocido del comienzo del capitulo (para caso A < 0 ). El
punto critico serd un nodo asintéticamente estable si el valor propio es negativo y un nodo inestable si
es positivo.
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Si la matriz no es diagonalizable, tenemos:

A 1 At t At
J = < 0 > y entonces  e’! = ( eO :/\t

De esta forma el sistema en las nuevas coordenadas dadas por los vectores propios generalizados v, va,

g\ [ eM teM To \ ) ¥=eMio+teNyy
Y 0 eV Yo g =eMgo '

De aqui se tiene que si A < 0 resulta un nodo asintéticamente estable, y si A > 0, es un nodo inestable.
i
Yo

es:

De hecho, de la segunda ecuacién se puede despejar ¢t = %ln . Reemplazando en la primera

:Ezg("”'foﬂln(%’))
Jo A Jo

Si ahora derivamos con respecto a ¢, vemos que

di i 1 (y)) 1 o 1
— ==+ -In{ = +—=—=—4+1+ =
dy (yo A Yo A Yo A

Resulta claro que % — oo cuando t — 0o, de modo que todas las trayectorias entran tangentes a una

obtenemos

recta horizontal.

A1, A2 imaginarios puros conjugados

Esto equivale (con un cambio de base) al sistema

se tiene que el punto critico es un centro.

Ahora que ya sabemos como se comporta el sistema lineal en funcién de sus valores propios, podemos

enunciar de forma completa los teoremas de Poincaré y Liapunov:

Teorema 6.1 (Poincaré) . Sea (Z,y) un punto critico de un (SNLA) no degenerado y sean A1, Az los
valores propios de J(Z,y). El punto critico (Z,y) en el (SNLA) serd:

(i) Un nodo si A1, 2 € R son distintos y tienen el mismo signo. En este caso ademds todas los
trayectorias (excepto dos) son tangentes en (Z,y) a la direccion propia asociada al valor propio de

mddulo menor. Las otras dos, estdn sobre la otra direccion propia.

(i) Un punto silla si A1, o € R tienen distinto signo. En este caso ademds hay dos trayectorias
convergentes a (Z,y) en la direccion propia asociada al valor propio negativo, y dos divergentes en la
direccion propia asociada al valor propio positivo. Las demds, tienen como asintotas las direcciones

propias.

(#ii) Un punto espiral si A1, Ao € C, con partes real e imaginaria distintas de cero.
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Teorema 6.2 Liapunov Sea (Z,y) un punto critico de un (SNLA) no degenerado y sean A1, A2 los
valores propios de J(z,y). El punto critico (Z,y) en el (SNLA) serd:

(i) Asintoticamente estable si las partes reales son negativas.

(ii) Inestable si alguno tiene parte real positiva.

Obs: Por simplicidad en los teoremas anteriores se ha hecho referencia a las trayectorias pero las
afirmaciones de tipo geométrico se refieren en realidad a sus recorridos.

Los resultados anteriores son la base del anélisis de los sistemas no lineales, pero no nos dicen nada

en los casos en que los valores propios toman los valores frontera. Por ejemplo, en el caso del péndulo
(/.2
4m?2
lo que corresponderia a un nodo asintéticamente estable en el sistema lineal, pero esto no nos permite

criticamente amortiguado en que = 4 el sistema linealizado tenfa un sélo valor propio negativo,

saber exactamente qué comportamiento tiene el sistema no lineal.

6.5 El enfoque traza - determinante

Consideremos el sistema lineal X'(t) = AX(¢), donde A € Msy2(R) es una matriz invertible. El
origen es el tinico punto critico del sistema. Veremos cémo clasificarlo de acuerdo con las relaciones
entre la traza y el determinante de A. Para simplificar la notacién introducimos las variables

x=tr(A) e y=det(A)
que determinan el plano traza - determinante. El polinomio caracteristico de la matriz A es
p(A) = A% — tr(A)X + det(A)

Sus raices son

_tr(A) £ /tr(A)? — 4det(A)
B 2
2

Las raices son reales sobre la parabola 4 det(A) = tr(A)2. Con la notacién dada arriba esto es 4y = 22

A

det(A)

5

Figura 6.16: Plano traza - determinante.
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Cuando estemos en el caso 4y > x? (por encima de la parabola), tendremos el caso de raices complejas
conjugadas. Si tr(A) < 0 (region 1) tendremos un punto espiral inestable; Si tr(A) = 0 (eje OY ), un
centro; y si tr(A) > 0 (region 2 ), un punto espiral estable.

En el semiplano det(A) < 0 (region 5 ) las raices son reales y tienen distinto signo, por lo que
tendremos sb6lo puntos sillas inestables.

Veamos qué pasa entre la parabola 4y = 22 y la recta y = 0. Si tr(A4) > 0 (regiéon 3) hay dos raices
reales negativas, por lo que tenemos un nodo asintéticamente estable; si sitr(A) < 0 (region 4 ), hay
dos raices reales positivas y tenemos un nodo inestable.

Sobre la parabola tenemos una raiz real con multiplicidad 2. Se tienen nodos inestables si tr(A) < 0
y nodos asintoticamente estables si tr(A) > 0.

Hemos concluido asi una forma que nos permite tener una idea general del punto critico de un
sistema s6lo viendo la traza y determinante de la matriz, sin tener que calcular valores y vectores
propios explicitamente. Sin embargo, si queremos un grafico preciso del diagrama de fases es inevitable
calcular los vectores propios, pues indican las direcciones de tangencia de las trayectorias, para el caso
que corresponda.

6.6 Funciones de Liapunov y estabilidad

Un concepto ttil en fisica para clasificar los puntos de equilibrio de un sistema es el de energia,
gracias al siguiente principio:

“En sistemas conservativos, un punto critico es estable si es un minimo local de la energia total.”

A grandes rasgos una funcién de Liapunov es una energia, en un sentido amplio. En breve daremos
una definicon mas precisa.

Retomemos el ejemplo del péndulo. Supongamos primero que ¢ = 0, lo que significa que no hay roce.

=y
y = —4 sen(x)

La energia cinética de este sistema es K = %mL20/2 = %mL2y2, y la energia potencial U = mgL(1 —

El sistema es

cos(6)) = mgL(1 — cos(z)), entonces la energia total es
1
V(zg,y) =K+U = EmL2y2 + mgL(1 — cos(z))

Si derivamos esta funcién con respecto al tiempo usando la regla de la cadena, tenemos

av. oVdx 0OV dy ; 9

— = —— + —— =mgLsen(z)2’ + mL*yy’

a " ordr Ty ar - mobsen@a+mliyy
Pero reemplazando ',y de las ecuaciones del sistema no lineal, tenemos que V'(t) = 0 para todo ¢,
lo que significa que V(t) = Vj para todo t. Es decir, la energia se mantiene constante, por lo que se
dice que el sistema es conservativo. Por otra parte, los minimos locales de V' son efectivamente los

puntos criticos del sistema: {(2km,0) | k € Z}. Si el sistema parte de uno de estos puntos, permanece
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en él; pero si parte de un punto distinto las trayectorias no pueden tender a ningtn punto critico
pues ellas se mantienen a niveles constantes de energia. Esto dice que ningin punto critico puede ser
asintoticamente estable.

Consideremos ahora el péndulo con roce:

r =Y

r__c,_9
y'=——y— 7 sen(z)

Las ecuaciones para la energia son exactamente las mismas, por lo que todavia V(x,y) = %mL2y2 +
mgL(1 — cos(z)), pero si derivamos y luego reemplazamos z’,y’ obtenemos

dav
Y 22 <o
p LY =

La energia disminuye con el paso del tiempo y se dice que el sistema es disipativo. En este caso la
pérdida o disminucién de energia se debe al roce y es natural pensar que entonces debe tener més
posibilidad de evolucionar hacia un punto de equilibrio estable. Es mas, antes ya vimos que la posicién
vertical hacia abajo es punto de equilibrio asintéticamente estable.

Dado un punto (Z,%) € R?, una corona alrededor de (Z,#) es un conjunto D, de la forma

{(z,y) eR? [0 < ||(z,y) — (z,9)] <7}

Notemos que si a D, le agregamos el punto (Z,y) obtenemos la bola abierta B,(Z,y). Una vecindad
perforada de (Z,7y) es un abierto que no contiene a (Z,y) pero contiene a una corona alrededor de

(Z,79).
Consideremos el (SNLA)
{a:' = F(z,y), «(to) =0
y'=G(z,y), y(t)=wyo

donde F'y G son funciones continuamente diferenciables. Sean (Z, §) un punto critico aislado del(SNLA)
y D, una corona alrededor de (Z, 7). Una funcion continuamente diferenciable V' : B,(Z,7) — R es
una funcién de Liapunov para el sistema en torno al punto critico (Z,y) si satisface las siguientes
condiciones:

1. Se anula en (Z,y) y es positiva en todo D,.
oV oV
2. %F—i—a—ngOenDr
Si la igualdad en (2) es siempre estricta, decimos que V' es una funciéon de Liapunov estricta.

Observemos que, a lo largo de las soluciones del sistema, la funciéon de Liapunov decrece. Mas

precisamente,
SV at) (1) = T a'(t) + %Zy’@)
= 2P (0.4(0) + 5 Gla(t). u(0)
<0

De esta manera se hace evidente la analogia entre las funciones de Liapunov y la energia.
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Teorema 6.3 (Estabilidad por funciones de Liapunov) Sea (Z,§) un punto critico aislado del (SNLA).
1. Si existe una funcion de Liapunov en torno a (T,y), entonces el punto critico es estable.
2. St ademds la funcion de Liapunov es estricta, el punto es asintdticamente estable.

3. Por el contrario, si existe una funcion con las mismas caracteristicas pero con %—‘;F + %—‘y/G >0
en D,, entonces el punto critico es inestable.

Dem: 1. Sea € > 0. Para probar la estabilidad debemos encontrar 6 > 0 tal que si (xo,y0) € Bs(T,7)
entonces (z(t),y(t)) € B:(Z,y) para todo t > 0. Como V es continua existe

min {V(z,y) | (z,y) € 0B:(z,5)} =m >0

donde B.(Z,y) es la bola cerrada de centro (%) y radio € y B-(Z,y) denota su frontera (que es cerrada
y acotada). Por la continuidad de V existe § € (0,7) tal que V(x,y) < m/2 para todo (z,y) € Bs(z,7).
En ty tomemos la condicion inicial (xo,yo) € Bs(Z,y), y la trayectoria asociada (x(t),y(t)). Sabemos
que V (z0,y0) < m/2. Ademds

d _9Vdx 9V dy

5V (@®),y(t) = 5-— + o

—V,F+V,G<0
7 +V,G <

de donde
Viz(t),y(t)) <V (xo,y0) <m/2 para todo t>0

Como (z(t),y(t)) es una funcion continua, la curva que describe no intersecta OB.(Z,3) para ningin
t pues alli V vale m. Concluimos que (Z,y) es estable.

2. Para la establidad asintdtica debemos 6 > 0 de manera que si (vo,yo) € Bs(Z,y) entonces

limy oo (z(t),y(t)) = (Z,7). Como la funcion

= Via(t),y(t))

es positiva y decreciente para cualquier condicion inicial, ella tiene un limite L cuandot — oo. Si L = 0,
la continuidad de V' asequra que limy_,o0(2(t),y(t)) = (Z,y) que es el unico punto donde V se anula.
Probaremos ahora que L no puede ser positivo. En efecto, si L > 0 entonces V (x(t),y(t)) > L para todo
t. Por otro lado, siempre se tiene que V (z(t),y(t)) <V (x0,y0). Ademds, el punto 1 dice que (Z,7) es
estable, de modo que existe 6 > 0 tal que si (zo,y0) € Bs(%,y) entonces (x(t),y(t)) € B,2(7, 7). En
virtud de la continuidad de V' el conjunto

K= {(xvy) S Br/2(j7g) | L < V(x(t)vy(t)) < V($07y0)}

es cerrado y acotado. Ademds contiene a la trayectoria y no contiene a (Z,7). Luego

d
ma { SV (0.(0) | #(0.00) € K | =~k <0,
Tenemos entonces que
Vi(x(t),y(t)) <V (zo,y0) — kt
cantidad que tiende a —oo cuando t — co. Esto es imposible puesto que V' no toma valores negativos.

3. Se deja como ejercicio al lector.
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Para el ejemplo del péndulo sin roce la funcién
L 59
V(z,y) = imL y° +mgL(1 — cos(z))

claramente se anula en los puntos criticos, y es estrictamente positiva en todos los otros puntos, y
vimos que ‘fi—‘t/ = 0, por lo que por el Teo. anterior, tenemos que los puntos criticos son estables, que es
la misma conclusién que obtuvimos con el analisis de linealizacion del sistema.

Para el sistema amortiguado, si tomamos la misma funcién V' anterior, tenemos que se cumplen las
hipotesis del teorema, pero como ‘il—‘t/ = —cLy? < 0, s6lo podemos concluir que el origen es estable,
aunque en realidad sabemos que es asintdticamente estable. En un sistema cualquiera, la funcién de
Liapunov es una herramienta muy ttil, pero el problema es que hay que probar con diferentes funciones
y tratar de encontrar una que sirva. En el caso de sistemas fisicos conservativos, la energia total del
sistema en una buena funcién a considerar, pero ya notamos que en el caso del péndulo amortiguado

quizé pueda hacerse algo mejor.

En el péndulo amortiguado, tomemos -~ = 4 = 1 para facilitar los célculos. Probemos con la funcion

V($ay) =

| = e

1
(z+y)* +2% + 50

que claramente cumple con la condicién de anularse s6lo en el punto (z,y) = (0,0), es continuamente
diferenciable en todo R? y

oV 1017
%F + a—yG =(z4+y+2x)y— (x +y+y)(y +sen(zx))

= 22y — % — (x + 2y) sen(x).
Pero del teorema de Taylor sabemos que

cos(§) 3
3 7

sen(x) = x —

para algin & € (0, z). Como para usar el teorema basta encontrar una vecindad del origen, consideremos
—5 <z < 3, con lo que 0 < cos(§) < 1. Reemplazando esto vemos que

cos(§)
3

a—VFJra—vc;z—(:c2+g/2)+

3
D oy z°(x + 2y)

No es directo establecer si esta expresion cambia de signo o no, pero si hacemos el cambio a coordenadas
polares: x = rcos(f),y = rsen(f), obtenemos

ov av 5 cos(§) 4 4 3 .
5 F+ a9 G=-r"+ 5T (cos(6)* + 2 cos(#)’ sin(9))
Claramente
—1 < cos(B)* + 2cos(h)3sen(d) < 3
y entonces

(cos(0)* + 2 cos(#)?sen(9)) < 1

1 cos(§)
3573
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Luego, tomando r < 1, se tiene

cos(§)
3

T2

(cos(0)* + 2 cos()? sen(@))‘ <1

de donde vemos que

Wt 0= L (20 o)+ 20 sn®) ) |

<0

en una vecindad del origen. El teorema de estabilidad por funciones de Liapunov nos dice que el origen

es un punto critico asintéticamente estable.
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