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cApPiTULO 1

Preliminares

Muchos teoremas en R™ tienen una demostracién analoga a las del curso de Calculo en una variable.
Daremos algunos de estos.

Teorema 1.1 (Teorema de Bolzano-Weierstrass en R)
Sean [a,b] un intervalo cerrado y acotado y f : [a,b] — R continua tal que f(a) y f(b) tienen signos
contrarios, entonces existe ¢ € [a,b] tal que f(c) = 0.

Dem: Sin pérdida de generalidad supongamos que f(a) < 0y f(b) > 0. Escojamos ¢ € (a,b) y de esto
se tienen tres casos:

1. f(c) <0 y nos restringimos al intervalo [a1,b1] con a; =c y by =b.
2. f(c) =0 en este caso concluye la demostracion.

3. f(e) > 0 y nos restringimos al intervalo [a1,b1] con a; = a y by = c.

Para los casos 1. y 3. consideremos intervalos [ay,by] C [an—1,bp—1] C ... C [a,b] tal que f(an) <0

y f(bn) > 0. Escojamos para cada intervalo un ¢ que es punto medio y asi cada intervalo es la mitad

del anterior. De esta forma, b, — a, = bZ_n“ y para n — oo se tendrd que a, — b, — 0 y lim,, o a,, =

lim,, o0 by,
Sea ¢ = lim,,_,o Gy, por ser f continua
f(©) = f (lim an) = 1im f(an)
n—oo n—oo
como f(ay) < 0 tenemos que lim,,_, f(ay) < 0.
Andlogamente si tomamos

f(e) = (lim by) = lm f(ba)

como f(by) < 0 tenemos que limy,_oo f(an) > 0. Se concluye entonces que f(c) = 0.

Teorema 1.2 (Teorema del valor intermedio en R)
Sean [a,b] un intervalo cerrado y acotado y f : [a,b] — R continua. Si f(a) # f(b), entonces dado

ke (f(a), f(b) existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = k.



Dem: Sin pérdida de generalidad supongamos que f(a) < f(b). Definamos g(x) = f(x) —k y entonces
g(a) = f(a)—k <0yg() = f(b)—k > 0. De acuerdo al teorema 1.1 existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = k.

Teorema 1.3 Sean [a,b] un intervalo cerrado y acotado y f : [a,b] — R continua y diferenciable en
(a,b). Si f tiene un mdzimo (o minimo) en al menos un punto ¢ € (a,b), entonces f'(c) = 0.

Dem: Haremos la demostracion para el caso de mdzimos. La demostracion para el caso de un minimo
es andloga y queda de tarea.
Si f tiene al menos un mdximo en c entonces

flc+h) < f(c) Vh tal que ¢+ h € [a,b]

De esta forma, f(c+ h) — f(c) <0.

Tomando h > 0 se tiene que

JerW =10 <o pg <o )

Tomando h < 0 se tiene que

f(c+h2_f(c)20:>f’(c)20 (¥*)

De (*) y (**) se concluye que f'(c) = 0.

Teorema 1.4 (Teorema de Rolle en R)
Sean [a,b] cerrado y acotado y f : [a,b] — R continua y diferenciable. Si f(a) = f(b), entonces existe
al menos un ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Dem: Tenemos tres casos posibles:

1. 8i f(c) < f(a) para algin c € (a,b). Entonces, existe ¢ € (a,b) donde f alcanza su valor minimo.
De acuerdo al teorema 1.3 f'(c) = 0.

2. Si f(a) = f(c) Ve € (a,b). Entonces, por ser f constante, su derivada es nula en (a,b) y se
cumple el teorema.

3. Si f(¢) > f(a) para algin ¢ € (a,b). Entonces, existe ¢ € (a,b) donde f alcanza su valor mdzimo.
De acuerdo al teorema 1.3 f'(¢) = 0.

La interpretacion geométrica del teorema de Rolle es la siguiente: Si una funcién continua y derivable
cruza dos veces una recta paralela al eje x, entonces existe entre los dos cruces consecutivos un punto
donde la tangente al grafico de la funciéon es paralela al eje x.



f(x)
f’(xo) =0
20 !

Figura 1.1: Teorema de Rolle.

Teorema 1.5 (Teorema del valor medio en R)
Sean [a,b] un intervalo cerrado y acotado y f : [a,b] — R continua y derivable en (a,b). Entonces,

existe un punto ¢ € (a,b) tal que

o= L1
Dem: Definamos
o(@) = fa) - LU=, )

se tiene que g es continua en [a,b] y derivable en (a,b).
Observemos que g(a) = f(a) y g(b) = f(a) lo que implica g(a) = g(b), por lo tanto podemos aplicar el
teorema 1.4. Entonces, existe ¢ € (a,b) tal que ¢'(x) =0 y se tendrd que

La interpretacion geométrica del teorema del valor medio es la siguiente: Si trazamos una secante
que une dos puntos de una funcién continua y derivable, entonces existe un punto donde la tangente
al grafico de la funcién y la secante ya definida son paralelas.

f()

g
Figura 1.2: Teorema del valor medio.

Teorema 1.6 (Primer teorema fundamental del célculo)



Sean f :[a,b] = R continua y x € [a,b], entonces la funcion F definida por
F(z) = / f(z)dx
a,b).

es deriwable en (a,b) y ademds F'(x) = f(z) en (

Dem: Sea ¢ € (a,b). Debemos demostrar que el limite

F(e) = }Lli% F(c+ hf)b — F(c¢)

existe y vale f(c). Notemos que

c+h c c+h
F@+M—F@ﬁi/ f@Mmi/f@Mx:/‘ F(w)da
Consideremos por separado los casos h > 0 y h < 0:

1. Sea h > 0: Como f es continua en [c,c+ h], se tiene que existen valores a1 y by en [c,c+ h] tales
que

flar) < fle) < f(br) Vo €le,c+h

Integrando en [c,c + h]

fla)h < F(c+h) = F(c) < f(bi)h
fwnsF@+2_ﬂ@§f@)
Si h — 0T entonces a1 — ¢ y by — c. Como f es continua f(a1) — f(c) y f(b1) — f(c).
FEntonces,
lim F(c+h)—F(c) (o) *)

h—0+ h

2. Sea h < 0: Como f es continua en [c+ h,c], se tiene que existen valores az y by en [c+ h, c] tales
que
fla2) < f(e) < f(b2)  Vx €lc+h, ]

Integrando en [c+ h, ]
flaz)(=h) < =(F(c+h) = F(c)) < f(b2)(—h)

flaz) < F(c+ h})L — F(c) < f(by)

Si h — 0~ entonces ag — ¢ y by — c. Como f es continua, f(az) — f(c) y f(b2) — f(c).
Entonces,

lm F(c+h)—F(c) (o) (+%)

h—0— h




De (*) y (**) se obtiene

lim F(c+h)— F(c) — lm F(c+h)— F(c)
h—0— h—0+ h

Teorema 1.7 (Segundo teorema fundamental del calculo)

Sea f : [a,b] — R integrable. Si existe una funcion F : [a,b] — R continua y derivable tal que
F'(z) = f(z) en (a,b), entonces

[ se = ) - Pl
Dem: Sea P = {xg,...,zn} una particion cualquiera del intervalo [a,b], entonces en cada intervalo
[zi—1, 2] la funcion F(x) cumple las hipdtesis del teorema del valor medio (teorema 1.5), es decir
F(x;) = F(xi-1) = F'(c)(%; — 1)
Como F'(z) = f(x) Vx € [a,b], entonces F'(c) = f(c) y ademds
mi(f)(w; — wi—1) < f(e)(@wi — @im1) < Mi(f) (i — xi-1)

m;i(f) (@i — xim1) < F(x;) — Fzi—1) < Mi(f)(xi — zi-1)

Aplicando Y7 (-) se obtiene
5(f, P) < F(b) - F(a) < S(, P)

Como [ es integrable en [a,b]



CAPITULO 2

Calculo Diferencial en R"

Nos interesa ampliar las herramientas aprendidas en el curso de Célculo a funciones de varias va-
riables. Para esto debemos introducir, entre otros, los conceptos de derivada parcial y diferencial. Con
ambos conceptos podremos entender diversas herramientas que nos permitirdn continuar la tarea de
maximizar o minimizar funciones que pueden estar sujetas a una o més restricciones.

2.1 Base algebraica y geométrica de R"

Definicién 2.1 Dotamos al conjunto R™ de una estructura de espacio vectorial mediante las siguientes
operaciones: Para x = (x1,2,...,2,) € R, y = (y1,92,...,Yn) € R" y A € R definimos

Suma:
c+y=(r1+y1, - Tn+ Yn)

Producto por escalar:
A = (A\x1,...,Azy)

El espacio vectorial R™ tiene dimensién n. Entre las muchas posibles bases de R™ nos interesaré
considerar, por su simplicidad, la llamada base canénica {e;}}' ;, donde e; = (0,...,1,...,0) con el
uno en la posicion i. Asi todo ¢ = (z1,...,2,) € R"™ se puede representar en términos de la base

n
r = E €T;€;
=1

Habiéndo ya definido la estructura algebraica de R™ vamos a introducir la estructura geométrica de

candnica como

R™ a través del producto interno (o producto punto)

Definicion 2.2 Dados x,y € R", se define el producto interno o punto de x e y como

n
Ty =(z,y) =) Ty
=1
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La siguiente proposicién resume las propiedades bésicas del producto interno. Su demostracion es
muy simple.

Proposicion 2.1.1 (Propiedades del producto interno)

1. Positividad: Para todo € R™ se tiene (x,x) > 0 y (x,x) =0 si y solo si x = 0.
2. Linealidad: Para todo ¢,y,z € R" y A€ R x4+ y,2) = Mz, 2) + (y, 2).

3. Simetria: Para todo x,y € R" (x,y) = (y,x).

La nocién de producto interno induce de manera natural la nocién de norma o longitud de un vector.

Definicion 2.3 Se define la norma de un vector x € R™ como

] = v -

La siguiente proposiciéon establece una desigualdad entre producto interno y norma de vectores de
R™. Ella nos permite definir la nociéon de angulo entre vectores de R", dejando en evidencia que el
producto interno determina la geometria de R™.

Proposicion 2.1.2 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz)
lz -yl <[[lyll  Vo,yeR"

Se tiene la igualdad si y solo si x es maltiplo escalar de y o uno de ellos es cero.

Dem: Sean x,y € R" y sea t € R. Entonces por las propiedades del producto interno tenemos que
0 < (z+ty,x+ty) = (z,2) + 2t(z, y) + t*(y,y)

Sty = 0 entonces la desigualdad naturalmente vale. St y # 0 entonces notamos que la expresion de
arriba determina una funcion cuadrdtica que se anula a lo mds una vez en t € R. Esto implica que el
discriminante debe ser negativo o nulo, es decir,

A, y)® — 4z, z)(y,y) <0

de donde se obtiene la desigualdad deseada. Cuando x es miltiplo de y entonces claramente se tiene
la igualdad. Queda de tarea probar la reciproca.

La desigualdad de Cauchy-Schwarz nos permite definir la nociéon de angulo entre vectores.
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Definicion 2.4 Dados x,y € R™ llamaremos dngulo entre © ey a:

< )

entendemos que 0 € [0, 7).

Con esta definicién podemos hablar de vectores ortogonales cuando el angulo entre ellos es de 90°,
es decir, cuando (x,y) = 0.

También vemos la validéz del teorema del coseno:
lz —y)1? = l2|” + lyl* — 2z, y) = |=[I* + |y]|* - 2]l|l]|y|l cos(9)
Cuando los vectores son ortogonales tenemos el teorema de Pitégoras.

Como ya dijimos, el producto interno induce la nocién de norma, la que le da a R™ su caracter
topologico, como ya veremos. Por el momento veamos las propiedades béasicas de la norma.

Proposicion 2.1.3 (Propiedades de la norma)

1. Positiidad: Para todo € R" ||| > 0 y ||z|| =0 si y solo st x = 0.
2. Homogeneidad: Para todo x € R", XA € R || Ax| = |||z

3. Desigualdad triangular: Para todo x,y € R" ||z + y| < ||z|| + ||y|

Dem: 1. y 2. son directas del las propiedades del producto interno y la definicion de norma.

La Desigualdad Triangular es una consecuencia de la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Para x,y €
R™ tenemos

2
(@ +y,z+y) =llz+yl* = lzl®+ 2z y) + |y < =l + 2] |llyl + |y]

de donde se obtiene
Iz +yl* < (| + lyl)?

En R” se definen las siguientes normas.

1. Norma Euclideana: ||z|js = /x - .
2. Norma infinito: ||@|cc = méx |z;|
1<i<n

n

3. Norma uno: x| = Z | ]
i=1

Nota: Toda norma sobre un espacio vectorial V (en nuestro caso R™) induce una distancia:

dZSt(xay) = H$ - y”’ Vmay ev.
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Definicion 2.5 Dos normas || - ||« y || - [|e sobre un espacio vectorial V' son equivalentes si existen
constantes positivas c1 y co tales que

cllzlls < ||z|le < coflz]|s VeV

Teorema 2.1 Todas las normas sobre un espacio de dimension finita son equivalentes.

Corolario 2.1 En R"™, la norma euclidea, la de la suma y la del mdzimo, son equivalentes.

2.2 Funciones con valores en R™

Definicién 2.6 Liamaremos a f funcion a valores en R™ si f : D C R™ — R™.

Observamos que el argumento de f es un vector © = (x1,...,2,) € R™ y que la imagen de x es un
vector de R™. Asi f(x) = (fi(x),..., fm(x)), donde las funciones f; : D C R — R, para cada i, se
conocen como funciones coordenadas.

La posibilidad de dibujar en el caso de dimensiones pequenas, es siempre algo muy 1til. Mas atin
ahora que tenemos programas computacionales (Matlab, Wolfram Mathematica, Gnu Octave, etc.)
muy eficientes para esta tarea. A continuaciéon damos alguna terminologia.

Definicion 2.7 Llamaremos grafo de una funcion f: D CR"™ — R™ al conjunto:

G(f) ={(=, f(x)) : © € D}

Notemos que G(f) C R™™. Este se podra dibujar cuando m =1y n =1 0 n = 2. En el primer
caso el grafo es una curva y en el segundo una superficie.

Definicion 2.8 Cuando m =1 y dado ¢ € R se define el conjunto de nivel de la funcion f como

Ne(f) ={x e D: f(z) = c}

En el caso en que n = 2 y n = 3 el conjunto de nivel N.(f) se puede dibujar. Se le conoce como
curva de nivel cuando n = 2 y superficie de nivel si n = 3.

Ejemplo 2.1
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X 2 -2

y y

Figura 2.1: Grafo de sen (ﬁ;’%l) Figura 2.2: Curvas de nivel de sen (ﬁh)

2.3 Nociones de topologia

La nocién de limite y continuidad de funciones de R™ en R™ involucra el caracter topoldgico de estos
espacios, inducido por la norma.

En el estudio de la topologia de R”, un rol fundamental es jugado por las bolas abiertas.

Definicién 2.9 Dados x° € R”, r € RT, llamaremos bola abierta de centro x° y radio r al conjunto
B’ r)={x cR": |z — x| < r}
Llamaremos bola cerrada de centro x° y radio r al conjunto

Ba,r) = {z € R": |z — | <1}

Definicion 2.10 Diremos que A C R"™ es un conjunto abierto si

(va® € A)(3r > 0): B(z",r) C A

Ejemplo 2.2 R" y el conjunto vacio &, son conjuntos abiertos. Aun cuando R™ es obviamente abierto,
el caso del conjunto vacio requiere una reflexion. Si @ no es abierto entonces existe x° € @ para el
cual B(x%,7) "R # @, para cada r > 0. Esto es absurdo pues no hay elementos en @.

Ejemplo 2.3 El conjunto A = {(x,y) : > 1} es un conjunto abierto. En efecto, si (x,y) € A entonces

B ((w,y), “””;1> cA
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Ejemplo 2.4 Si z° € R" y r > 0 entonces B(x?,r) es un conjunto abierto. En efecto, si x € B(x,r)
entonces
B (:p,r — ||x — :cOH) C B(:IZO,T’)

Usando la desigualdad triangular muestre la veracidad de esta dltima afirmacion y haga un dibujo.
Definicion 2.11 Diremos que A C R™ es un conjunto cerrado si AC es abierto.

Nota: Los conjuntos R™ y @ son abiertos y cerrados. También existen conjuntos que no son abiertos
ni cerrados. Ver ejemplo a continuacion.

Ejemplo 2.5 Sean A = {1 :n e N} y B= AU{0}. Entonces:

1. A no es cerrado. En efecto A no es abierto, pues 0 € AY y: (Vr > 0) B(0,7) € AC. Lo anterior
pues cualquiera sea v > 0 se tiene que

1
(In € N) tal que — <r
n

Es decir, £ € B(0,r).
2. A no es abierto pues 1 € A, pero (Vr > 0) B(zo,r) € A.

3. B es cerrado y no es abierto.

2.3.1 Sucesiones

Como en el caso de R uno puede definir sucesiones de vectores en RP. Se trata de una funcion de
N — RP? tales que n — @,. Usualmente se considera la notacion {x;, },en.

Definiciéon 2.12 Una sucesion {@y, }nen en RP se dice sucesion convergente a x € RP si:

(Ve > 0)(Fko €N) : ||@p, — || < e (Vn > ko)

En el caso que x,, € RP converge a & anotamos x,, — « o lim,,_,, ©,, = . Notamos que la condicién
|z, — || < € es equivalente a x,, € B(x,¢).

Es interesante que uno puede caracterizar los conjuntos cerrados mediante el uso de sucesiones que
se definen a continuacion.

Proposicion 2.3.1 A CRP es cerrado si y sdlo si:

Para toda sucesion {xp}tneny C A: ((xy — x) = x € A)
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Dem: (=): Supongamos que A es cerrado. Sea {Tplnen C A una sucesion cualquiera tal que

lfrf x, = x. Queremos demostrar que x € A. Supongamos que no, es decir, que x € A®. Co-
n——+0oo

mo A es cerrado, existe € > 0 tal que B(x,e) C AC . Por otra parte, de la definicion de limite, existe
ko € N tal que x,, € B(x, ) para todo n > kg, lo que es imposible pues x,, € A.

(< ): Para demostrar la reciproca probemos la contrarreciproca. Es decir, si A no es cerrado entonces
existe una sucesion {xy,tnen C A que converge a  y x ¢ A.

Como A no es cerrado, A no es abierto, entonces existe un punto © € A® tal que
Para todo € > 0 se tiene B(x,e) N A # &

Esta proposicion nos permite construir una sucesion {x,} C A de la siguiente manera: para cada

1
n

n € N tomamos e = 1 entonces, como B(m,1/n) N A # @, podemos elegir &, € B(x, 1) y @, € A.
Por definicion esta sucesion converge a x, concluyendo la demostracion pues x & A.

Definicién 2.13 (Subsucesion) Sea {x, }nen una sucesion en RP. Consideremos una funcion f :
N — N estrictamente creciente, es decir, n < m = f(n) < f(m). Entonces, la nueva sucesion
{Z ¢y bren se llama subsucesion de {xy,}. A menudo se anota ny, = f(k) y asi la subsucesion se anota

como {xp, }reN.

Ejemplo 2.6 Las sucesiones siguientes

1 2n 1 2n+1 1 8n+7
(7 AC)T AT
neN neN
son subsucesiones de {(—1)"}nen

Teorema 2.2 Sea {x, }nen una sucesion en un espacio normado, en nuestro caso (RP,||-||). Entonces
{z), }nen converge a x si y solo si toda subsucesion {Tn, }nen de {@y}nen converge a x

Dem: Tarea.

Ejercicio 2.1 Considere la sucesion {x,} C R? definida por

2 = <(—1)n, (1 + i)n) .

Muestre que no converge.

Propiedad 2.1 Sea {x;,}nen una sucesion de puntos de RP; se verifica que:

1. Six, = (a:}l x2 ...,xﬁ) paran € Ny sil = (ll,ZQ,...,lp) € RP, entonces:

s My

[h’m mn:l} & [h’m m;:li, parat=1,2,...,p

n—oo n—0o0
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2. Si {xn}tnen es convergente, entonces {x,}nen estd acotada (es decir, estd acotada la sucesion
([lznl]), de nimeros reales).

3. Si{xn tnen converge hacia l, entonces también converge hacia l toda subsucesion de {xy }nen.

Ejercicio 2.2 Considere la sucesion de vectores {vy}nen C R3 dada por

1
v, = 1/n , neN.
(2n+1)/(5n +4)

1
Mostrar que {vy,}nen converge a v = 0 |. ¢Cudl norma escogié para probar la convergencia?
2/5

¢ Puede probar la convergencia de la sucesion utilizando una norma diferente?

Ejercicio 2.3 Sean {x,}nen € {Un}nen dos sucesiones, de puntos de RP. Pruebe que

lima, =1 RP

, = limy, =1
lim ||, — yn|| =0 } "

Proposicion 2.3.2 El limite de una sucesion, cuando existe, es uinico.

Dem: Supongamos que limx,, = 1 y limax,, = x2. Tendremos que para todo € > 0 existen enteros
ni y ng tales que ||x, — x1|| < €/2 para todo n > ny y ||z, — x2|| < €/2 para todo n > ny. Sea
m = méax{ni,no} tenemos que

e €
le1 — 2| < ||lX1 — @] + [|2m — 22| < 3 + 5 =¢

y esta desigualdad es vdlida para todo € > 0, por lo tanto ||x1 — x2|| = 0 y por las propiedades de la
norma concluimos que 1 = 3.

Nota: FEn adelante escribiremos x, — x en lugar de limy,_, o0 ,, = T para referirnos al limite de

UNG SUCESION.

Propiedad 2.2 Si {x,}nen € {Yn}nen son dos sucesiones convergentes, de puntos de RP, entonces
también son convergentes las sucesiones { A&y tnen, {Tn + Yntnen ¥ {||Znl tnen, donde X € R, y se
verifica que:

1 lim (Aazn) = A ( lfm wn>

n—oo n—o0

2 i oty = (Jim @) + (Jim o)

n—oo

3. lim ||z, = ‘
n—oo

lim =,
n—oo
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Ejercicio 2.4 Muestre que la sucesion {x, }nen, de puntos de R?, cuyo elemento n-ésimo es

2n nTt n+5 nmw
Ty = sen —, —— COS —
" n+1 27 3n 2

no converge.

Definicion 2.14 (Sucesion de Cauchy)
Una sucesion {x, }nen se dice de Cauchy si Ve > 0 existe N € N tal que
Hwn - wm” <eVn,m>N

Nota: Las nociones de sucesiones convergentes y sucesiones de Cauchy mo cambian segin la norma
por la equivalencia de estas.

Proposiciéon 2.3.3 Toda sucesion convergente es sucesion de Cauchy.

Dem: Supongamos que {@,}nen converge a x. Dado € > 0 existird ng € N tal que ||x, — x| < &/2
para cualquier n > ngy. Entonces

€
ln — Zm| < ||lzn — || + |z — 20| < =+ = =eVn,m > ng

-2

IR

lo cual concluye la demostracion.

Nota: En general no toda sucesion de Cauchy es convergente por lo que la reciproca de la proposicion

es falsa.

Continuando con nuestra discusion sobre la topologia de R™ hacemos algunas nuevas definiciones.

Definicion 2.15 Sea A C R™. Entonces:

1. « € A se dice punto interior de A si (Je > 0) : B(x,e) C A.
2. x € R" se dice punto adherente de A si (Ve >0) : B(x,e) N A # .
3. x € R" se dice punto de acumulacion de A si (Ve >0) : (B(x,e) \{z})NA# 2.

4. ® € R"™ se dice punto frontera de A si (Ve >0) : B(x,e)NA#3 AN B(z,e)NAC # 2.

Observamos que un punto adherente de A no necesita estar en A, asi mismo un punto de acumulacién

y un punto frontera no necesitan estar en A.

Definicion 2.16 Dado A C R™ se definen los siguientes conjuntos:
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1. Interior de A: int(A) = {x € A: x es punto interior de A}.

2. Adherencia de A: adh(A) = {x € R" : x es punto adherente de A}.

3. Derivado de A: der(A) = {x € R™ : x es punto de acumulacion de A}.
4. Frontera de A: 0A = fr(A) = {x € R" : & es punto frontera de A}.

Ejemplo 2.7 En R sea A = [1,2)U{3}. Entonces: der(A) = [1,2], int(A) = (1,2), adh(A) = [1,2]U{3}
y fr(A) ={1,2,3}.

Ejercicio 2.5 Para los siguientes conjuntos determinar la adherencia; el interior; el conjunto de los
puntos de acumulacion y la frontera.

1. A={(z,y) eR?: 23 <y <2,z >0} U{0}.

2. B={(z,y,1) e R3: 22 + 42 < 1}.

Se obtiene de las definiciones la siguiente proposicién:
Proposicion 2.3.4 A es abierto si y solo si A = int(A) y A es cerrado si y sélo si A = adh(A).

Definicion 2.17 Las siguientes proposiciones, que estan referidas a un conjunto C' C RP, son equiva-
lentes 1 entre si:

a) El conjunto C C RP es cerrado y estd acotado.

b) Todo recubrimiento abierto de C C RP admite un subrrecubrimiento finito; esto es: si A = {A;/i € I}
es una familia de conjuntos abiertos tal que C' C | J;c; Ai, entonces existen unos ciertos Ay, ..., A;, €
A tales que C C A;; U--- U A;, pertenece a C.

Se llaman conjuntos compactos de RP a aquellos conjuntos C C RP para los que se verifica una
cualquiera de las condiciones anteriores.

'En general (si, en lugar de R?, se considera un espacio métrico general, cualquiera), las condiciones b ) y ¢ ) siguen
siendo equivalentes, siempre; se llaman conjuntos compactos a los que las satisfacen. En el caso general se demuestra que
(como aqui) todo conjunto compacto es cerrado y esta acotado, sin que (en el caso general) se verifique necesariamente
el reciproco, aunque éste si que es cierto en R? (teorema de Heine-Borel).



CAPITULO 3

Funciones de R" en R": limites y continuidad, la diferencial, derivadas
9 9
parciales y derivadas direccionales

3.1 Funciones reales de n variables

Empezaremos ahora el analisis de funciones f : R™ — R. Dado que ambos R™ y R son espacios
métricos, todas las definciones y todos los teoremas del capitulo anterior que se refieren a espacios
métricos quedan validos.

Para el caso particular de una funcion
fi(z,y) eR?— f(z,y) €R
todavia podemos visualizar la funcién considerando el conjunto de puntos
Sy :=A(x,y,2) : (z,y) € D(f),z = f(z,9)}

Bajo hipétesis apropiadas, Sy es una superficie en R3.

Ejemplo 3.1 1. Consideremos la funcion f : R?> — R con

D(f)={(z.y): a® +y* <1}, flz,y)=V1-a?—y

Evidentemente, Sy es el hemisfério superior de una esfera de radio 1.

2. Para f:R? = R con
D(f)=R? f(z,y) =y,

Sy es un paraboloide hiperbolico.

16
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Figura 3.1: Grafica de la funcion f(z,y) = xy.

3.2 Limites y la continuidad

3.2.1 Conexion entre el espacio R" y el espacio vectorial V"

Los elementos de ambos espacios son definidos por n componentes reales, y las formulas de la
distancia entre dos puntos de R™ y entre dos vectores de V™ son idénticas. En la literatura es muy
comun identificar ambos espacios. Pero es importante distinguir entre R™ como un espacio de puntos

y V™ como un espacio de vectores.

Sin embargo, los vectores de V" pueden ser utilizados para la descripcion del espacio R™.

Definiciéon 3.1 Un vector v = {v1,...,v,} € V" define una aplicacion

v:R" 5 R", D(v)=R"

z—=v()=v((x1,...,2) = (X1 +01,...,Tn +Vp).

FEsta aplicacion se llama traslacion.

Definiciéon 3.2 Sea f: A CR™ - R™ y a € der(A). Entonces decimos que b es el limite de f cuando
x tiende a a y escribimos h'_r)n f(x) =10 si
r—a

(Ve > 0)(30 > 0) tal que (0 < || —a| < 8) A (z € A) = ||f(x) —b]| <e

Nota: En la anterior definicion pedimos que a € der(A) para que siempre haya puntos cerca de a.

A continuacién desarrollaremos dos ejemplos en los cuales debemos efectivamente demostrar el valor
de un cierto limite. Para ello es necesario dar una férmula que permita determinar § dado e.
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Ejemplo 3.2 Demuestre usando la definicion que

lim (2> —1)=0
(z)—(1,1)

Solucién: FEn primer lugar vemos que a partir de
1(z,y) — (1, 1] <6

se puede deducir directamente que

lt —1|<del|ly—1] <9 yentonces |[x —1| < ylz|<d+1 (*)
Por otro lado

[f(@) =8 = [® = 1] = |z — 1]z + 1] (**)
Ast, dado € > 0 podemos elegir 6 > 0 de modo que
d(0+2)<e

Entonces, si ||(z,y) — (1,1)|| < 0, tenemos (*), y entonces obtenemos de (**) que

(If(2) = b <3(6+2)) <e

El ejemplo anterior es bastante simple. La dificultad puede aumentar cuando la funcién f es més

complicada, por ejemplo si es un cuociente.

Ejemplo 3.3 Demostrar que
sen(z? + y?)
m —72
(zy)—(00) %+ y?

Solucién: Del curso de Cdlculo sabemos que

lim 52 _
a—0 (6
Entonces, dado € > 0 existe §1 > 0 tal que
sen(a
la| < 01 = ()—1’<5

Elijamos ahora § = \/81. Entonces ||(x,y) — (0,0)|| < § implica que |z% + y?| < §1 y entonces

sen(z? + y?)
x2 + 92

—1‘<5

22 sin (Tiy)
Ejercicio 3.1 1. lim —————
(2,y)—(0,0) T2 + [z] + [y]
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4
2. lim —Y_.
(2,y)—(0,0) 0 + 32

Nota: Notamos que una manera equivalente de escribir la nocion de limite es la siguiente: para toda
bola abierta B(b,e) existe una bola abierta B(a,d) tal que

x € (B(a,d)\{a})NA= f(x) € B(b,e)

0 equivalentemente

f((B(a,d) \ {a}) N A) C B(b,e)

Ahora vamos a desarrollar el concepto de limite estudiando sus principales propiedades. En toda esta
seccion hacemos notar la analogia que se tiene con el curso de Célculo, donde se estudio el concepto
de limite y continuidad para funciones de una variable real. Es sorprendente que la mayoria de las
proposiciones que veremos a continuaciéon tienen una demostraciéon que se obtiene de la analoga de

Calculo reemplazando | - | por || - ||.

Proposicion 3.2.1 (Unicidad del limite)
Sea f: ACR" - R™ ya € der(A). Si
lim f(z) = b1 y lm f(z) = by

FEntonces by = by.

Dem: Por hipdtesis, dado € > 0 existen 61 > 0 y do > 0 tales que
O<|lx—all<h NxecA)=|f(x)—bi]| <e
O<fx—al|<de NxecA=|flx)—b <e
Entonces, si || — al| < min{dy,d2} se tendrd que
1b1 = bo|| = [[(f(z) — b1) = (f(z) = ba)[| < [[f (@) = bul| + || f(z) — ba| < 2¢

Como € puede ser arbitrariamente pequeno, debemos tener que by = bo.

La siguiente proposicién es muy tutil para estudiar la existencia de un determinado limite. Se usa
principalmente para mostrar que una cierta funciéon no tiene limite.

Proposicion 3.2.2 Sea f: A CR" — R™ y a € der(A) tal que lim f(x) = b. Entonces para todo
Tz—a
B C A tal que a € der(B) se tiene que

lim f|5(x) = b

Tr—a

Dem: Tarea.
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La contrarreciproca nos da el siguiente corolario

Corolario 3.1 Sea f : ACR" - R™, a € der(A) y B1, B2 C A, de manera que a € der(B1)Nder(Ba).
}92 uno de los limites Cll_lgna flB, (x) ¢ aljl_I}I(lz flB,(x) no eziste o si mh_)Hb flB, () # :%I_I}(ll flB,(x) entonces el
imite

Jim f(z)

no existe.

Ejemplo 3.4 Se trata de estudiar el siguiente limite

im :U
(z,y)—=(0,0) T + Y

Solucién: Notemos en primer lugar que f(0,0) no estd definida, sin embargo esto no tiene importancia
alguna. Lo que si importa es que (0,0) € der(R?\ {(0,0)}). Si consideramos los conjuntos A = {(0,vy) :
y# 0} y B={(z,0): 2 # 0} entonces tenemos que

(z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0

Concluimos entonces que el limite bajo estudio no existe, en virtud del corolario.

e (z—1)2
Ejercicio 3.2 h/m(x’y)ﬁ(l,o) (x(_zl)igl_yze(ffl)zrﬂ .

Nota: En los ejemplos anteriores hemos considerado solamente funciones a valores reales, es decir,
con espacio de llegada R. Esto queda justificado en la siguiente proposicion.

Proposicion 3.2.3 Sea f: A CR"™ — R™. Entonces:

lim f(x)=b < (Yi=1,...,m)lim fi(z) =b;

r—a Tr—a

Aqui f; es la i-ésima funcion coordenada y b; is la i-ésima coordenada de b.

Los siguientes tres teoremas resumen las propiedades importantes de los limites.

Teorema 3.1 Sean f,g : A C R" — R™ y a € der(A). Si existen los limites lim f(x) = b1 y

r—a

lim g(x) = by, entonces los siguientes limites existen y pueden calcularse como sigue:
r—a

lim (f +g)() = lim f(z) + lim g(@) (3.2.1)
Si A €ER,
lim (\f)(x) = A lim f(x) (3.2.2)

r—a r—a
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Teorema 3.2 Sean f: ACR" - R™ yg: f(A) CR™ — RP. Si existen los limites Jim flx)=by

€A
lim g¢(y) = ¢, entonces existe el limite
y—b
yef(A)
lim (g0 f)(@) = (3.2.3)

xreA

Dem: Dado e > 0, como el limite de g en f(a) existe, entonces existe un valor n > 0 tal que

0<lly=fla)l <n = llg(y) —g(f(a))] <e

y como el limite de f en a existe, entonces existe un valor § > 0 tal que

O<lz—all<d = |f(z)-fla)| <n

De estos dos resultados se concluye

0<flz—-al<d = lg(f(x))—g(fla)l <e

por lo que g o f tiene limite en a.

Teorema 3.3 Sean f,g: A CR"™ — R. Si ezisten los limites lim f(x) =b; y lim g(x) = by, entonces
r—a

r—a

los siguientes limites existen y pueden calcularse como sigue:

Si f(a) # 0

lim (/- g)(@) = lim f(@) - lim g(a) (3.2.)
1 o
a2 <f> )= T (@) (3.25)

Ejercicio 3.3 1. Sea f(z,y) = zy/ (CC2 +y2). Pruebe que f(x,y) tiende a cero sobre los ejes x e

y. A continuacion demuestre que lfm, y_,(0,0y f(7,y) no existe, mostrando que el limite sobre la

recta y = x es diferente de cero.

2. Demuestre que:

1f -
(o) (0,0) T2 + 12

no existe considerando el limite sobre el eje x.

3. Sea f(z,y) = 23/ (x2 + y2) y g(z,y) = 22/ (a;2 + y2). Utilizando coordenadas polares, demuestre

que:
lim f(z,y) =0
(2,9)—(0,0) (.9)
y que lim, ) (0,0) 9(x,y) no existe. Indicacion: pruebe que g(x,y) = = cos® 0 y observe que cos

solo puede alcanzar cualquier valor entre —1 y 1 cuando (z,y) — (0,0).

4. Fvalie el limite o bien establezca que éste no existe.
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a) lim 2 cos(mw) d) lim 2?4y’
(zw)—(-2,1)  e¥tw (2y)—(0,0) 142
; 1
b lim 22w — 9z 1
) (zw)=(=1,2) ( ) Z (:E,y)li)n(3,4) N
, y—2 , xy
1 — f lim ————
c) (w,y)lg%4,2) x?—4 / (2,9)—=(0,0) /22 + y?

3.2.2 Continuidad de funciones de R" en R™

Ahora que hemos estudiado el concepto de limite estamos preparados para introducir el concepto de
continuidad de una funcioén.

Definicion 3.3 Sea f: A CR™ — R y sea y € A. Decimos que [ es continua en y si:
(Ve > 0)(36 > 0) tal que [x € A N |Jx —yl| <] = ||f(x)— fly)||<e

o equivalentemente

(Ve > 0)(36 > 0) tal que f(B(y,0) N A) C B(f(y),e)
Definicion 3.4 Sea f: A CR™ — R™. Decimos que f es continua en A si lo es para todo x en A.

Nota: Si 2° € A es un punto aislado de A, es decir, x° € A\ der(A) entonces f es obviamente

continua en xV.

Si x° € der(A) entonces f es continua en x° si y sdlo si

lim f(x) = f(z")

Tr—a

Como consecuencia de la observacion anterior y de la proposiciéon 3.2.3 se tiene que f : A CR” — R™

es continua en ¥ € A si y solo si f; es continua en %, para todo i = 1,...,m.
x
. 2 —— Y . o
Ejercicio 3.4 Sea f:R* = R, f(z,y) =¢ T+Y . Analizar la continuidad de f.

0 ,:L‘:y2

Como consecuencia de los teoremas 3.1, 3.2 y 3.3 tenemos también tres resultados sobre funciones
continuas cuya demostraciéon es analoga a lo que ya vimos sobre limites.

Teorema 3.4 Sean f,g: A CR" - R™, 20 ¢ A y A € R. Entonces:

1. f continua en x° implica \f continua en xV.

0 0

2. f y g continuas en x° implica f 4 g continua en x".
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Dem: Tarea.

Teorema 3.5 Sean f: A CR" - R™, g: BCR™ — RP, con f(A) C B y a2 € A. Entonces f

continua en x° y g continua en f(aco) implica g o f continua en z°.

Teorema 3.6 Sean f,g: ACR" — R ya® € A. Entonces f y g continuas en ° implica f-g continua

0 0

en 0. Agregando el supuesto f(x°) #0, f y g continuas en x° implica ﬁ continua en x-.

.1'2

Ejemplo 3.5 La funcion f(z,y) = (ﬁ,a? +y,y -sen(z)) es continua en todo punto de R2.
Y

Solucién: FEn efecto, sus tres componentes son continuas en todo R?:

filz,y) = % lo es pues f(x) = 22 lo es, al igual que g(y) = 1+ y? la cual ademds no se anula.

FEntonces, por el teorema anterior ﬁ = ﬁ también es continua, y nuevamente por el teorema
2

anterior x % es continua.
14y

fao(z,y) = x + y es evidentemente continua pues f(x) = x e g(y) = y son continuas y la suma de
continuas es continua por el teorema anterior.

fa(x) = sen(x) es continua, g(y) = y también lo es, luego por el teorema anterior y - sen(x) es
continua.

La idea es que con la ayuda de los teoremas 3.4, 3.5 y 3.6 podamos determinar por inspeccion cuando
una funcion es continua, por ser una combinacion de funciones continuas conocidas.

Ejercicio 3.5 f(x,y, z,t) = sen(t(x? + y? + 22)) es continua en todo punto de R*.

Definicion 3.5 Diremos que A C R™ es una vecindad de ° € R si ¥ € A y A es abierto.

La siguiente proposiciéon da una caracterizaciéon de la continuidad en términos de vecindades. Notar
que la bola abierta B(x,r) es una vecindad de .

Proposicién 3.2.4 f: A CR" — R™ es continua en ° € R" si y sélo si para toda vecindad U C R™
de f(x°) existe una vecindad V C R"™ de x° tal que f(VNA) C U.

Dem:
(=): Sea U una vecindad de f(z°). Entonces existe € > 0 tal que B(f(x),e) C U. Usando ahora la
continuidad de f en x°, para este ¢ > 0 existe § > 0 tal que

le — 2| <dyze A= | f(z) - f(z°)] <e

Es decir
x e Bz, yxec A= f(x) e B(f(x"),e)
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Si definimos V = B(x",6), que es una vecindad de z°, obtenemos de aqui que

fB&,5)NA)=f(VNA) CU
(< ): Esta implicacion queda de tarea.

Ejercicio 3.6 Estudiar la continuidad en el origen para las siguientes funciones:

sin [($2 + y2)2}

1. f:R2 SR, flz,y) = 2y ,(z,y) # (0,0),
O ,(.’L’,y) = (070)
23 + sin (y2) NS

2. g:R?> 5 R, ,Y) = .
g 9(x,y) {x2—xy+y2+cos(y2) Y >

7x2—y2 w24y #£1
Ejercicio 3.7 Analizar la continuidad de f en todo R? si f(z,y) =< 22+y2—1 .
0, 22+y>=1

3.3 Limites direccionales y la continuidad direccional

Definicién 3.6 Una direccion en R"™ es dada por un vector a € V" con ||al| = 1.

Queremos estudiar funciones en una direccién a dada. Entonces consideramos f en una vecindad de
un punto interior 2° de D(f) solamente sobre la recta

Ga (wo) = {a: cx=x"+ ha,h GR}
es decir estudiamos la funcion
oh)=f (:no + ha) ($O + ha € D(f))

de parametro real de la recta h.

Definicién 3.7 Sea f : R* — R. Se dice que en un punto interior ° € D(f), la funcion f posee el
limite g en la direccion a si

1f O+ ha) =g.
i /(@74 ha) =g
Escribimos

a-lim f(x)=g

z— a0
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Evidentemente, si una funcién posee el limite g, entonces todos sus limites direccionales existen e
igualan g. Se podria pensar que por otro lado, si todos estos limites direccionales existen e igualan g,
entonces f posee el limite g en 2. Esto no es asi, tal como demuestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.6 Sea la funcion f : R? — R dada por

0 si(x,y)=(0,0) 0y +#a?

flz,y) =
1 siy=a%x#0.

Evidentemente, f(0,0) =0 y para cada direccion a,

a-lim f(x)=yg

z—a0

Figura 3.2: Funcion f(x,y) definida en el Ejemplo 3.6.

Definicion 3.8 Una funcion f : R® — R se llama continua en un punto interior z° de D(f) en la
direccion a si

a-lm f(z) = f(z°).

z—x0

El Ejemplo 3.6 presenta una funcion que es discontinua en (0, 0), pero que es continua en (0, 0) en cada
direccién, por lo tanto una funcién que es continua en un punto en cada direccién no necesariamente

es continua en este punto.

Ejemplo 3.7 Considere la funcion
Yy

f:R2—>]R flz,y) = m si (w,y) # (0,0)

0 si (z,y) = (0,0)
Esta funcion no es continua en el punto (0,0) dado que
11 1 1
lim f( - = lim - = = # £(0,0).

k—o0 k’ E k—o0 2 2



3.4. Derivadas direccionales 26

Pero f es continua en las direcciones e; = (1,0) y ea = (0,1), dado que

1/ h = U, 1/ h = U.
lim f(0+h,0)=0; lim f(0,0+h) =0

3.4 Derivadas direccionales

Sea f : R™ — R. Analizaremos primero el comportamiento de f en la vecindad de un punto interior z°

de D(f) en una direccion. Dado asi f es una funcién de una variable, podemos describir el crecimiento
o el decrecimiento de f en esta direccion en términos del calculo diferencial de una variable.

Figura 3.3: Ilustracion de la derivada direccional.

Definicién 3.9 Sea f: R" — R. La funcién f se llama diferenciable en un punto interior ° € D(f)
en la direccion a si el limite 0 0
ha) —
(@4 ha)— £ (@)
h—0 h

existe; si existe, el limite se llama derivada direccional de f en la direccion a, y lo denotamos por

0
7 (@)

Queremos ilustrar el concepto de la derivada direccional para el caso n = 2 (ver Figura 3.3). Sea
x) = (z0,y0) y @ = (a1, az), entonces

x + ha = (I‘o + hay,yo + hag).

En general, el grafo de f es una “superficie” en R3; pero si consideramos f solamente sobre G (:BO) N
D(f), el grafo es una “curva” K, en esta superficie. Ahora trataremos de encontrar la tangente 7" a
la curva K, en el punto Py = (xo, o0, f (x0,y0)). Para tal efecto consideramos la secante S; por los
puntos Py y

Py, = (xo + hai,yo + hag, f (xo + hay, yo + haz)) .
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Esta secante esta tinicamente determinada por su pendiente

f (mo + ha) —f (mo)

h
Ahora, si existe

. f(a’+ha)—f(z°) 0
}JE% (= ‘:L) (m):ai(:co)

entonces la recta por Py con la pendiente df/da (:UO) -como recta limite de las secantes- es la tangente
T a la curva K, deseada.

Ejemplo 3.8 Sea la funcion f : R? — R definida por f(x,y) = 2% + xcosy (ver Figura 3.4). Quere-
mos calcular la derivada direccional de f en el punto (xo,10) en la direccion a = (1/+/2)(1,1). Aqui
obtenemos
of (20, o) = lfm + 2 (0t 2 + 5
— (xo,y0) = lim — | [ zo + —= X9+ —= | cos — | —x§ — zcos
) 0; Y0 ey 0 V2 0 2 Yo V2 0 0 Yo
h
— fm M + h’m ECOS (y0+ ﬁ> — %% + h’m LCOS Y + i
h—0 h h—0 \/§ % h—0 \@ 0 \/§
— 3 — Tosinyg  COS Yo
Ve W2

7

////, /)
.,
S 0
7z
s

Figura 3.4: Funcion f(z,y) = 22 + z cosy.

Si cambiamos la orientacién de la recta, es decir, si consideramos la direccion —a, se obtiene el
siguiente resultado.

Teorema 3.7 Sea f : R™ — R. Si f es diferenciable en z° en la direccion a, entonces f también es
diferenciable en x° en la direccion —a,y

of [ o of (o
ﬁ(ﬂc) _%(w)
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Dem: Demostracion. Se tiene que
i (z°) = lim [ (@ + h(=a) - ] (") = —lim f(@+(ha) = () = i ().

J(—a) h—0 h h—0 —h da

Teorema 3.8 Sea f : R® — R. Si f es diferenciable en la direccion a, entonces f es continua en x°

en la direccion a.

Dem: Se tiene que

lim (f (a:o—i—ha) _f(xO)) — lm <f(x0+ha) _f(azU) -h) _ of (wO) 0=0,

h—0 h—0 h

lo que implica la afirmacion.

3.4.1 Derivadas parciales

Las derivadas direccionales con respecto a los vectores ey,...,e, de la base canénica de R", las
derivadas parciales, son muy importantes.

Definicion 3.10 Sea f: R™ — R. La funcion f se llama parcialmente diferenciable con respecto a xy,
en un punto interior ©° de D(f) si existe la derivada direccional (8f/0ey) (x°). Tambien escribimos

O (2% = 2L (a%) = £,, (a”)

dex \ /Oy

Esta expresion se llama derivada parcial (de primer orden) de f con respecto a la variable xy, en el

punto x0.

Comentamos que segin la Definicion 3.10,

@+ her) ~ 1 &)

0 ’,
x”) = lim
Ja ( ) h—0 h
0 0 0 0 0 0 0 0
— lim f(:z:l,...,wkfl,a:k +h,mk+1,...,xn) —f (ml,...,xk,...,xn)
h—0 h ’
es decir, podemos obtener esta derivada parcial fijando z9,.. ., acg_l, a:% IBTRRRS 29 y formando la deri-

vada ordinaria con respecto a xj en xg.

Ejemplo 3.9

1. Consideremos sobre R? la funcion f(x,y) = x® + xcosy (ver Figura 3.4). Para (x9,y0) € R? se
tiene aqu?

of

= (z0,y0) = 220 + cos Yo, y (x0,Y0) = —xosinyg

ox
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2. Consideremos nuevamente la funcion

Y

f:R?=R f(z,y) = W si (z,y) # (0,0)

0 st (z,y) = (0,0)
Aqui obtenemos para (€,1) # (0,0) :
27 P N sl NI/ N7 P S
O ErE @) Oy P (@)
y para (§,n) = (0,0)

es decir, las derivadas parciales existen en cada punto. Por otro lado, ya vimos en el Ejemplo 3.7
que la funcion no es continua en el punto (0,0). Sin embargo, note que las derivadas parciales
no son acotadas en una vecindad de (0,0), puesto que para & # 0, n # 0 se tiene que

of 1 af 1

%( 777):E7 @(570):5

Entonces, la existencia de las derivadas parciales ain no implica la continuidad de la funcion. En
el siguiente teorema demostraremos que si todas las derivadas parciales son acotadas, si podemos
concluir que f es continua.

Teorema 3.9 Sea f : R® — R y x° € D(f). Si las derivadas parciales fy,, ..., fz, existen en una

vecindad U, (:co) de 2° con U, (:co) C D(f) y son acotadas en esta vecindad, entonces f es continua
0

en x”.

Dem: Sea v = (vi,...,v,) =vie1 + -+ + vpe, un vector con ||v|| < r. Si definimos

14
%
0= 0; vl’zg vie;, v=1,...,n
i=1

entonces siempre se tiene que
0" <ol <r

y sabemos que
w0+v”€Ur(:130), v=20,1,...,n

Ahora consideramos que
P 0) (@) = (7 (@04 0") — £ 0 ) 4 (F (@ o) (o)
A (f (200t = f (2" +20))

+
:Z:l(f(cco—i—vy)—f(wo—l—v”_l)).
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Segin el Teorema del Valor Intermedio del cdlculo diferencial existen puntos & € U, (mo) localizados
en el segmento lineal que une x° + vV~1 con x° + v¥ tales que

f(@+0") = f(@+0" ") =v, fo, (€)
luego

f(:I:O—I—’U) _f(mo) :Zvu'fxu (5,/)
v=1

Dado que todas las derivadas parciales son acotadas, existen constantes M, > 0 con |fz, (z)| < M,
para todo x € U, (:co) yv=1,...,n. Ahora, si € > 0 elegimos un . tal que 0 < d. < r y

3

0e < ———M——.
ST M+ 4+ M,

Asi, todos los vectores v con ||v|| < J: satisfacen lo siguiente:

’f(:n0+v)—f(:c0)| <Z|UV\M,,<5EZM,,<6
v=1 v=1

Esto implica que f es continua en xP.

Las derivadas parciales se calculan como las derivadas ordinarias en una variable pero con la siguiente
diferencia: para calcular f,, considere y como una constante; y para calcular f, considere x como
constante.

Ejercicio 3.8

1. Calcule las derivadas parciales de f(z,y) = x2y°.

y2

2. Calcule g.(1,3) y g4(1,3), donde g(x,y) = (e

3. Regla de la cadena para derivadas parciales. Calcule ﬁ sin(x2y°).

Ox

Para cada punto £° € D(f) donde existen las derivadas parciales f,,,..., fz, existe entonces el
vector (fz, (2°),..., fa, (2%)).

Definicion 3.11 Sea la funcion f : R™ — R parcialmente diferenciable con respecto a cada una de las
variables xp, k = 1,...,n. Entonces el vector

grad f (2°) = (fo, (2°), fu (2°) 1., fo (7))

se llama gradiente de f en x°. Otra notacion es

Vf (z°) = grad f (z°)
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Propiedad 3.1 Si f(x) y g(x) son diferenciables y ¢ es una constante, entonces:

i) V(f+9)=Vf+Vg.
it) V(cf) =cVf.
ir) V(fg) = fVg+gVf.
i) st F(t) es una funcion derivable de una variable, entonces:

V(F(f()) = F'(f(2))V].

Ejercicio 3.9

1. Calcule V f(3,—2,4), donde:

2. Encuentre el gradiente de:
9(z,y,2) = (¢ +y* + 2°)°.

Se utiliza regla de la cadena para calcular derivadas de una funcién compuesta f(z,y) = F(g(z,v)),
donde F'(u) es una funcion de una variable y u = g(z,y):

of _dFou of _drou
Or  dudx’ Oy dudy’

Teorema 3.10 Sea f (z1,...,xy,) una funcion diferenciable de n variables. Suponga que cada una de
las variables x1, ..., T, es una funcion diferenciable de m variables independientes tq, ..., t,,. Entonces,
para k=1,...,m, se tiene:

of  Of 0xy  Of Oxg of Oxyp

8tk - 8.TU1 8tk 8.2172 6tk a:En Gtk

Ejercicio 3.10

1. Sea f(x,y) = ™. Evalie Of /0t en (s,t,u) = (2,3, —1), donde x = st, y = s — ut?.
2. Coordenadas polares: Sea f(x,y) una funcion de dos variables y sean (r,0) coordenadas polares.

(a) Exprese Of /00 en términos de Of /0x y de Of /Dy.
(b) Evalie 0f /00 en (x,y) = (1,1) para f(z,y) = z%y.

3.5 Diferenciabilidad en R"

Los conceptos de la derivada direccional y en particular de la derivada parcial atin no corresponden
al concepto de la diferenciabilidad de funciones de una variable dado que la derivada direccional no
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considera enteramente el comportamiento de la funcién en una vecindad n-dimensional. Ya sabemos que
la existencia de todas las derivadas direccionales en un punto 2 asegura la continuidad de f en todas las
direcciones, pero tal como vimos en el Ejemplo 3.9, esto todavia no nos permite deducir la continuidad
de f en el punto x° (mientras que para las funciones de una variable, la diferenciabilidad si implica
la continuidad). Ahora introduciremos un concepto de diferenciabilidad que considera enteramente la
vecindad n dimensional.

Figura 3.5: La diferenciabilidad de una funcién f : R? — R.

Definicién 3.12 Sea f : R™ — R y sea 2° un punto interior de D(f). La funcion se llama diferenciable
en el punto x° si existen un vector ¢ = (c1,...,cn) y una funcion fO definida en una vecindad U (:no)
de z° con las siguientes propiedades:

1. f°(z°%) = lim_ f%(z)=0.

z—x0

2. flx)=f (:1:0) +c- (:I: - :BO) +d (m,mo) fO(x) para todo x € U (mo).

El vector c se llama derivada (o derivada total) de f en xV.

Para n = 1 este resultado implica que si f es una funcién diferenciable en 2°

, entonces en una
vecindad de 2 la funcién f puede ser aproximada por una recta g con g(z) = f (xo) +c (:U — xo) de
tal manera que la diferencia f(x) — g(x) desaparece de por lo menos primer orden cuando x — 20, es

decir,
f(z) —g(x)

|z — 29|

—0 cuando z — 2°

Podemos ofrecer una interpretacion aniloga para funciones f : R? — R (ver Figura 3.5). Aqui

g(x)=f (a:o) +c-(x— mo)
=f (xtl), :cg) +c (a:1 - x?) + co (:L‘2 — xg)
representa un plano en R3 por (a:?,a:g, f (:c(l],a:g)). Ahora, la diferenciabilidad en «° significa que en
una vecindad de a° podemos aproximar f por un plano, el plano tangencial, de tal manera que la
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diferencia f(z) — g(x) desaparece de por lo menos primer orden cuando x — x°, es decir

—0 cuando (z1,x2) = — a° = (:U(l),:cg) :

f(x1,22) — g (21, 22)
d ((z1,22), (29, 29))

Ahora demostraremos que la diferenciabilidad en x

for (%), fan (29).

O implica la existencia de la derivadas parciales

Teorema 3.11 Sea f : R® — R, y sea f diferenciable en x°. Entonces todas las derivadas parciales
de primer orden existen en x,y

fan (1130) =c, k=1,....n
es decir,
e= V7 (a)

Dem: Dado que la funcion f es diferenciable, se tiene en una vecindad de x° que

f@)=f(2")+c- (z—2°) +d(z,2") f(z).

Para un indice k,1 < k < n, sea © = x° + hey, con algiin h # 0. Obtenemos c - (cc — :1;0) = heg y
d (a:,zco) = |h|, por lo tanto

0 _ 0
Jthe) =6 Moo )

Concluimos que

Of (oY _ i 12] o (0 _
oe; (a:)—%g%<ck+ hf (2 + heg) | = .

Més generalmente, la diferenciabilidad implica la existencia de las derivadas direccionales en todas
las direcciones. En el teorema siguiente demostraremos, ademas, como podemos calcular las derivadas
direccionales de las derivadas parciales.

0

Teorema 3.12 Sea f : R® — R diferenciable en x°. Entonces f es diferenciable en x° en cada

direccion a, y se tiene que

of /o 0
O (a) = (Vf (o)) -a.
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Dem: 1. Segun el Teorema 3.11,
flx)=f (mo) +c-(x— a:o) +d (x,a:o) fO(x)
en una vecindad de £°, donde ¢ = V f (:co), Si definimos x = £°+ha y elegimos |h| = d (x, a:o) #+
0 suficientemente pequeno, se tiene que
f(@°+ha) — f(2°) = he-a+ |h|f° (z° + ha) ,

por lo tanto
0f o f(a+ha)~ f (a”)
9g () = Jim h

:;llig%)<c'a+|llz|fo(wo+ha)) =c-a= (Vf(mo))'a.

2. Utilizando la desigualdad de Schwarz obtenemos

(V£ (") -a| <[[V/ @)]| - lal = [V (2°)]

— N
Comentamos que si V f (xo) = 0, entonces la formula (2.1) implica que

0
a—f (:BO) =0 para toda direcciéon a.
a
. 0 _>
Por otro lado, si Vf (w ) % 0, entonces

a zé 20
o= wrEo @)

define una direccién en R™. Para la derivada direccional de f en 2 en la direcciéon ag obtenemos

@) = (91 () o = T

8a0
Esto significa que ag es una direccion extremal, dado que segun la formula (2.2),

~ 95 @)

7 @)

0
(@) <195 @) = 52 @)

para cualquier direccién a. En otras palabras, ag es la direccion del mayor crecimiento de f en el punto

xY

Si f es diferenciable en un punto x°, entonces la existencia de las derivadas direccionales (garantizada

0 U en todas las direcciones. Sin embargo,

por el Teorema 3.12) en x” asegura que f es continua en x
esto no nos permite concluir que f es continua en 20, Pero en el siguiente teorema demostraremos que
si f es diferenciable en 2 (en el sentido de la Definicién 3.12), f es continua en z°. Para tal efecto

demostraremos primero el siguiente teorema.
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Teorema 3.13 Sea f : R® = R, y sea f diferenciable en °. Entonces para cada € > 0 existe un § > 0
tal que para todo x € D(f) con d (a:, aco) < § se tiene que

F(@) — f (2°)] < Md (w,2)
con la constante

M=|[Vf (@) +e

Dem: Dado que la funcion f es diferenciable, existe una vecindad U (930) de ¥ donde

f®)=f (") +c (xz—2°) +d(z,2°) f'(z), c=Vf(z").

Ahora, parae > 0 elegimos un § > 0 tal que x € Uy ( ) y ‘fo x | < € para todo x tal que d (:U mo) < 4.
Utilizando la desigualdad de Schwarz, obtenemos para d (ac, :BO) < 6 lo siguiente:

Con la ayuda del Teorema 3.13 podemos demostrar ahora la continuidad de f.

Teorema 3.14 Sea f : R" — R diferenciable en x°. Entonces f es continua en x°.

Dem: Sea {wk }keN

una constante M tal que para cada k suficientemente grande

‘f <a:k) —f (zco)’ < Md (wk,xo)

Esto implica que f (ack) = f (:L'O).

una sucesion en D(f) con ¥ — x° cuando k — oo. Segqiin el Teorema 3.13 existe

0

Si todas las derivadas parciales de una funciéon f existen en un punto x", no necesariamente f debe

ser diferenciable en x°, dado que en este caso ni siquiera podemos concluir que f es continua en .

Pero demostraremos bajo una hipoétesis adicional la siguiente inversion del Teorema 3.11.

Teorema 3.15 Sea f: R™ — R. Si en una vecindad U (930) de x° las derivadas parciales fu,,. .., fz,

existen y son continuas en ¥, entonces f es diferenciable en 0.

Dem: Euziste un g9 > 0 tal que Us, (2°) C U (°) C D(f). Elegimos x = 2° + v con 0 < |[v|| < &,

donde
n
v=(v,...,0n) = E v;€;
i=1
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ademds definimos
14

%
0= 0; v”:Zviei, v=1,...,n
i=1
entonces siempre se tiene que
[v"]] < [lv]] <eo
y sabemos que

m0+v”€UEO (:1:0), v=0,1,...,n

Tal como en la demostracion del Teorema 3.9, existen ciertos puntos £ en el segmento lineal que une
¥ + vt con x0 + vV tales que

fcw+v»=fw%+§iucﬂ+vw—f@ﬁ+w*»

n

0 0
+Zw%,%+zwgiw>@y>)
- 0 0
0)+Zvyaj )11 o (5 - 5L )
v=1

v

Para demostrar el teorema solamente hay que demostrar que la siguiente funcion es continua en x° :

now (OF ey OF (g st v I
Pz) = £ (a° +v) = { D=1 T (amy () = 7 ( )) 7&%

0 St v

Dado que las derivadas parciales 0f/0x, son continuas en x°, para cada € > 0 existe un 6-(v) con
0 < d:(v) < eg tal que

af of
63;,,() axy( )

<< para todo x con d (z,z°) < 6.(v)
n

Ahora elegimos

d: =min{6.(1),...,6:(n)}

Ast, para todo x con d (:17, :BO) < 0. también se tiene
d(ﬁ”,:co) < v < 6.

y finalmente llegamos a
n
@) Z
0

es decir, fO es continua en x°.

n

53

r=1

of

oz,

&) - oL (29)

Ty (&) - af( )| <e,

IvH

Ejemplo 3.10 Consideremos nuevamente la funcion f : R? — R dada por f(x,y) = 2?4+ xcosy. Las
derivadas parciales

of B of o
%(:E?y) =2 + Cos Yy, ay (x,y) = —Isiy
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son continuas en cada punto (xg,yo) € R2, por lo tanto f es diferenciable en todo R?. Ahora, si
nuevamente nos ponemos la tarea de calcular la derivada direccional de f en (xo,y0) en la direccion
a = (1/v/2)(1,1), obtenemos aplicando el resultado del Teorema 3.12

2L (a0, 0) = (91 (an,30)) @ = (250 + cosao. ~sasinn) - (=(1,1))

cos To Sin
— 2z + Yo  ToSyo

V2 V2

lo que reconfirma el resultado del Ejemplo 3.8 por una computacion mucho mds compacta.

Ejercicio 3.11 Ejercicio tipo prueba.

sin(zyz)
RN 0,0,0
1. Seaf(a:,y,z): $2+y2+‘2‘ ,(m,y,z);é(j 5 ) .
0 ,(l‘,y,z): (07070)
Muestre que f es diferenciable en el origen.

2. Sea f:R? = R, definida por f(x,y) = { (% +y?) sin (@) , (2,y) # (0,0) .
0 ,(.I‘,y) = (070)

a) Mostrar que f es diferenciable en todo R2.

b) Hallar la ecuacion del plano tangente al grdafico de f en (1, 2,5sin (%))

2293
3. Sea f ‘RZ 5 R deﬁmda por f(:v,y) — m ’(33'>y) 7é (0;0) '
0 7($7y) - (0,0)
Probar que f es de clase C* en todo R?.
2292
/. Sea f(z,y) =4 @rgi o @WF 00
0 7(957y) - (0,0)

a) Calcular of en cada punto donde exista.

ox

b) Decidir si of es continua en el punto (0,0) y si f es diferenciable en (0,0).

ox
3+ :UQy
5. Sea f,: R? = R definida por fy(x,y) =< |z[P + |y (@) 7 (0,0) )
0 (z,y) = (0,0)

¢Para qué valores de p la funcion f, es diferenciable en el origen?
6. Sea f:R™ — R definida por f(X) = (31, |:[P)P con p > 1.
a) Analizar la diferenciabilidad de f en el origen.

b) ;Para qué direcciones f admite derivada direccional en el origen?

c) ;Qué ocurre en a) y b) si f(X) = méax {|z;|} ¢
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Teorema 3.16 (Interpretaciéon del gradiente) Suponga que Vfp # 0. Sea u un vector unitario
formando un dngulo 8 con V fp. Entonces:

Duf(P) = [Vfp|cost

1. Vfp apunta en la direccion y sentido de la tasa mdxima de crecimiento de f en P.
2. =V fp apunta en la direccion y sentido de la tasa mdzima de decrecimiento en P.

3. Vfp es normal a la curva de nivel (o superficie) de f en P.
Ejercicio 3.12 1. Sea f(z,y) = 2*y=2 y P = (2,1). Halle el vector unitario que apunta en la
direccion y sentido de la mdxima tasa de crecimiento en P.

2. La altitud de una montana en (x,y) es:
f(x,y) = 2500 + 100 (z + y?) e O3
donde x e y vienen dadas en unidades de 100 m.

a) Halle la derivada direccional de f en P = (—1,—1) en la direccion del vector unitario u que

forma un dngulo 6 = 7 con el gradiente.

b) ;Cudl es la interpretacion de esta derivada?

Otro uso del gradiente es para hallar vectores normales a una superficie de ecuacion F(z,y, z) = k,
siendo k una constante. Sea P = (a,b,c) y suponga que VFp # 0. Entonces VFp es normal a la
superficie de nivel F'(z,y, z) = k. La ecuacion del plano tangente en P es:

VEp-(x—a,y—b,z—c)=0
Expandiendo el producto escalar, se obtiene:

Fy(a,b,¢)(x —a) + Fy(a,b,¢)(y —b) + Fx(a,b,c)(z —c) =0

Ejemplo 3.11 Halle una ecuacion del plano tangente a la superficie 422 +9y*—22 =16 en P = (2,1, 3).
Sea F(z,y,z) = 42 + 9y? — 22. Entonces:

VF = (8z,18y,—2z) VFp=VF(2,1,3) = (16,18, —6).

El vector (16,18, —6) es normal a la superficie F(z,y, z) = 16, por lo que la ecuacion del plano tangente
en P es:

16(x —2)+18(y—1)—6(z—3)=0 o 162+ 18y — 62z =32
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3.6 Derivadas parciales de orden mayor

Sea f : R™ — R. Supongamos que para un indice k(1 < k < n) la derivada parcial f,, existe sobre
un dominio D (f;,) C D(f). En este caso, podemos tratar de formar en un punto interior z° € D (fz, )
para un indice [(1 < I < n) la derivada parcial

(ka)xl = fl‘kxl

Ahora, si a su vez fy, 4, existe sobre D (fy,,) C D (fz,), podemos tratar de formar la derivada parcial
(f&?k&?l)xm = fﬂﬁkfﬂlﬂﬂm

(I <m<n),
etc. Esta consideracion nos lleva a la siguiente definicion.

Definicion 3.13 Sea f: R®™ — R. Si en un punto interior

0
T’ €D (thxk?“xklﬂ)

existe para un k; con l > 1 la derivada parcial

(Foryoigean ). (@)

(I<ki<nparai=1,...,1),

entonces esta derivada parcial se llama derivada parcial del orden | de f en el punto x°. También
usamos la notacion

o'f
kalka“'mkl (wo) 0 al‘kl L 833kl (:BO) '

Definicion 3.14 Sea f : R" — R y X C R™ un conjunto abierto. Sea k > 0 un numero entero.
Escribimos f € C*(X) si sobre X todas las derivadas de f del orden k existen y son continuas.

e ‘::i:o S
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X085

S ‘\
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Figura 3.6: La funcion f(z,y) del Ejemplo 3.13

Ejemplo 3.12 Consideremos sobre R? la funcion

f(z,y,2) = dayz — 2 + y°
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Aqui obtenemos las derivadas parciales

Joe=4yz =22,  fox = =2, fay = fyz =42,
fy:4$2+2ya fyy:2’ fa:z:fzx:4y7
- =4xy, f..=0, fyz:fzy:4$-

En este ejemplo obtenemos fry = fye, frz = foe Y fy» = [f2y- La pregunta es si siempre podemos
intercambiar el orden de las derivaciones parciales. Pero esto no es vdlido en general, como muestra el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.13 Consideremos sobre R? la funcion

2 .2

o) — AWy @ # 00

0 si (z,y) = (0,0)
ver Figura 3.6. Aqui obtenemos las derivadas parciales en (0,0)

f(h,0) =0 f(0,h) =0

fx(oao):}ll_%?:(), fy(0,0):}llL%fzo,
y para (x,y) # (0,0)
4 2,2 4 4 2,2 4
o +dxy” —y ot —d4a?y? —y
fo(z,y) =y . Jy(z,y) -
: (22 +y2)? ! (22 + y2)°

luego

1 —pA ) ht
fey(0,0) = lim - [h] =-1, fy(0,0) = lim o [h(hg)z} =1

Observamos que las sequndas derivadas parciales fry(0,0) y fyz(0,0) existen, pero sus valores son

diferentes. En este caso, ambas funciones fry y fyz son discontinuas en (0,0). Para ver eso, calculamos
primero para (z,y) # (0,0)

(22 — 9?) (z* + 1022y* + y*)
(a2 +y2)°

{2k, yr) Yoen = {(/i’ /1f> }kGN

Joy (ks yi) = fyz (Troyr) =0

fxy(fl:ay) = fyx(x>y) =
Para la sucesion
obtenemos

es decir
lim f:ch (xkvyk) =0 7& f:vy(oao) =—1, lim fya: (xkayk) =0 7& fyac(oa O) =1
k—o00 k—o0
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J’o§k

yo+0k4
yo‘

Figura 3.7: Ilustracion de la demostracion del Teorema 3.17.

En lo siguiente queremos analizar bajo qué condiciones podemos intercambiar el orden de las deri-
vaciones parciales. Para tal efecto demostraremos primeramente el siguiente teorema.

Teorema 3.17 (Schwarz) Sea f : R? — R y sea U (x0,%0) una vecindad abierta. Supongamos que la
derivada parcial fq, existe en U (xg,y0) y es continua en (xo,yo); ademds supongamos que fy (z,yo)
eziste para todo (x,yo) € U (x0,y0). Entonces también existe fyq (xo,y0), y se tiene que

fay (%0, Y0) = fyz (70, Y0)

Dem: Tenemos que demostrar que la funcion

F(R) = 1 Uy (20 + by o) = fy (w0, 0)

satisface
ltm F(h) = fuy (20, 0) -
lim F(h) = fay (20, 0)
Si elegimos h # 0 tal que (xo + h,yo) € U (x0,y0) (ver Figura 3.7), entonces se tiene que
[ (@o+h,yo+ k) — f(zo + h,yo)
=1
fy (xo + h7 ?JO) kli}/(l) k )
(@0, 90 + k) — f (w0, 90)
fy (o, y0) = lim A :

Utilizando la abreviatura

G(h,k‘) = f (JJO + h;yO + ]’v’) — f (.’IJ() + h,g[z) — [f (acg,yo + k) — f (I'anO)]

notamos que

F(h) = lim G(h, k).

Ahora sea k # 0 fijo y (xo,y0 + k) € U (z0,y0), y sea

o(x) = f(z,y0+ k)~ f(z,90)-
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De la existencia de fi, sigue la existencia de f;, por lo tanto segun el Teorema del Valor Intermedio
del cdlculo diferencial existe un nimero ¥ € (0,1) tal que

@(x +h) — p(x) = hy' (x0 + V)

es decir,

Ademds sea
V() = fu(zo + I, y).

La existencia de f,, en U (o, yo) tmplica la existencia de v', y existe un numero 0 = 6(k) € (0,1) (ver
Figura 3.7) tal que

¥ (yo + k) — b (yo) = k' (yo + k) = k fuy (o + Oh,yo + Ok)
es decir
G(h,k) = foy (xo + Oh,yo + 0F).
Puesto que fry, es continua en (x0,Y0), existe para € > 0 un o > 0 tal que
€
2
para todo (x,y) con d ((zo,y0) , (z,y)) < 0. Esto implica que para todo h y k con |h| y |k| suficientemente

| fay(2,Y) — fuy (20, 90)] <

pequeno .
|G(h, k) = fay (20, 90) < 5

y obtenemos

|F(h) = fay (x0,90)| = %13(1) |G(h, k) = foy (zo,90)| < 5 <€

Pero esto significa que

DO ™

lfm F(h) = fay (20,
i (h) = fay (z0,0)

En particular, las hipotesis del Teorema 3.17 estan satisfechas si f € C? (U (x0,%0)) para una vecin-
dad abierta U (x,y0) de (2o, yo)-

Si ambas derivadas parciales fqy (20,%0) ¥ fyz (%0, yo) existen, estos dos valores pueden ser diferentes,
segin el Teorema 3.17, solamente si ambas funciones f,, y fy. son discontinuas en (xg, yo). Esto sucede
en el Ejemplo 3.13.

Teorema 3.18 Sea f : R — R y sea X C R™ un conjunto abierto. Para un k > 1 sea f € C*(X);
ademds sea v; € {1,...,k} para 1 < i < k - Entonces para cada permutacion i, . .., g de los nimeros
V...,V y todo x € X se tiene que

fxulxuz...:pyk (370) = fflfy‘lzy.Q'“letk (mo)

Dem: Dado que cada permutacion vi, ...,V puede ser generada por un numero finito de permu-
taciones de solamente dos elementos consecutivos, el enunciado del teorema es una consecuencia del
Teorema 3.17.
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Ejemplo 3.14 Sea f : R2 — R dada por

z? — 2y? )
Hany) = $ym si (z,y) # (0,0)

0 si (z,y) = (0,0).

sSe puede aplicar el Teorema de Schwarz para f en el punto (xo = 0,y0 = 0) ? Solucion sugerida.

Para resolver el problema se requiere calcular las derivadas parciales. Sea (x,y) # (0,0). Aqui obtenemos

of
ox

x?— 2y2 2x (4x2 + y2) — (1‘2 — 2y2) - 8x

z, = +x
@) =y at™ (12 1 2

Figura 3.8: Funcion f(x,y) del Ejemplo 3.14.

2 — 292 9 82 + 2y — 822 + 16y> _ z? — 2> 18223

T TN a2 T 4 1)
B (4x2y + y3) (:172 — 2y2) + 18x2y3 B 4t + 113323/2 — 2y4
B (422 1 42)? T e )
Of ()= p®m 2 8% (L% 4 ay?) (2 = 25°) — 182y
oy 42 +y? (422 4 42)? (422 + y2)*
B 4zt — 2yt — 252292
- (422 +92)*

Por otro lado, para (x,y) =0 obtenemos

lim f(h,0) - f(0,0) _ 0. lim
h—0 h h—0 h

Entonces, concluimos que
of
—(0,0) =0, —==(0,0)=0
0,00=0, 2(0,0)
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es decir las primeras derivadas ezisten en (0,0). Luego calculamos para (x,y) # (0,0)

0% f
0zxdy

_ 4ot + 1122y — 2%
(422 +y2)”

(z,9)

N (—8y® + 2227%) (422 + y?) — 4y (42 + 1122y* — 2y*)
! (422 +92)°
lo que significa que

0% f R A |

1, = 1 —_—
I gy &0 = M T6,7 = 1

por otro lado

0% f . 1 [/0f of , 1 —2hpt 1
owoy "0 = M <ax<0’h> - am<o,o>) = <h'h4> =277

Concluimos que fzy no es continua en (0,0), por lo tanto el Teorema de Schwarz no puede ser aplicado.

3.7 Algunos teoremas de funciones de R"” en R™

Ahora consideraremos aplicaciones f : R™ — R™. Tales aplicaciones mapean un punto = (x1,...,z,) €
D(f) a un punto y = (y1,...,ym) € B(f) € R™. Cada coordenada y;, i = 1,...,m, depende de
(x1,...,2p), es decir f es definida por m funciones:

fi:R" =R, D(f1)=D(f); wn1=rfi(z1,...,70),

fm:Rn_)R’ D(fm):D(f)7 ym:fm(xlaw'afﬂn)'

Escribimos f = (f1,..., fm), donde f; es la i-ésima funciéon de coordenadas.

Teorema 3.19 Sea f : R® — R™. La funcion f es continua en ° € D(f) si y solo si cada funcion

fisi=1,...,m, es continua en V.

Ejemplo 3.15 Un ejemplo importante son las aplicaciones lineales, donde D(f) = R™y existen cons-
tantes au, € R tales que

Y1 =a11r1 + -+ aip®y

Ym = Gm1T1 + -+ + GpnTn

También para funciones f : R®™ — R™ definiremos ahora el concepto de la diferenciabilidad. En
analogia al caso de una funcién f : R® — R aqui la diferenciabilidad en un punto «® significa que
en una vecindad de x° podemos aproximar f(x) — f (mo) hasta un error de primer orden por una
aplicacion lineal.
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Definicién 3.15 Sea f : R® — R™ y x° un punto interior de D(f). La funcion f = (fi,..., fm) se

0

llama diferenciable en x° si existen una matriz

C = (C,uzl),uzl,.. m € R™*"
v=1,...n
y una aplicacion fO: R™ — R™ definida en una vecindad U (:I:O) de x° tales que para p=1,...,m se
tiene que

1. fﬁ (2°) = lim,_, 40 fg(:v) =0

2. fulz) = fu (mo) + D 01 Cuw (l’v - f’fg) +d (a:,:co) fﬁ(w)'

Segun esta definicién, una funciéon f : R — R™ es diferenciable en un punto si cada funcién
coordenada f; es diferenciable. Observamos que

af,
c/w:ax” (a:o), w=1 ...

14

Definicién 3.16 Sea f : R™ — R™. Si existen las derivadas parciales O f,/0x, (:130) para p=1,...,m

yv=1,...,n en un punto interior mOED(f), entonces la matriz
Aaf oy _ oy _ OU s fm) oy _ (Ofu (o
dz (m)_Jf(m)_a(xl,...,wn) (m)_ Oz, (m)

se llama matriz funcional de Jacobi o matriz Jacobiana de f en 2.

Ejemplo 3.16 Sea la funcion f : R? — R3 definida por f = (f1, f2, f3) con

filzy) =2z +y, flz,y) =32 +9°, fa(z,y) =2y
Aqui obtenemos las derivadas parciales

Of _, Oh_ . oh

. 0f2 _ _
Ox T Oy " Ox

g s 0
8y y? ax y7 ay

= 6z,

Figura 3.9: Ilustracion del Teorema 3.20.




3.7. Algunos teoremas de funciones de R™ en R™ 46

Para el punto (1,—2) obtenemos

d(f1, f2, f3)

d(z,y) (1,-2)=J((1,-2))=| 6 —4

Ejemplo 3.17 Sea la aplicacion f : R? — R? definida por

fi(z,y) =xcosy, falx,y) =wxsiny

Entonces

d(f1,f2) - | cosy —wsiny
W(%ﬂ)—#(%?/)— [ siny  xcosy ] -

3.7.1 La regla de la cadena

Teorema 3.20 (Regla de la cadena) Se consideran las dos funciones

f:R"DD(f)>z— f(z) € B(f) CR™,
g :R™ > D(g) >y~ g(y) € Blg) CR,

donde sea B(f) C D(g) y h = go f. Ademds, sean @ un punto interior de D(f) e y° = f (x°) un
punto interior de D(g). Sea la funcion g diferenciable en y°. En este caso se tiene lo siguiente.

1. Sidf/dx (x°) existe, también existe dh/dx (x°), y

ah (o _ 49

@) =L W)L @),

dx

2. Si f es diferenciable en 0, también h es diferenciable en a.

Comentamos que la ecuacién que aparece en el Teorema 3.20,

@) = ) L)
dx dy dx
es una ecuacion matricial de la forma
Ohy Ohy ... Om 91 g1 ... Og1 on  0h ... Oh
ox1 oo OTn oy1 0y2 OYm oz 0xa OTn
Ohy  Ohy . . Ohy 992 092 ... Og2 Afs  Ofz .. Of2
Ox1  Oxs Oxn . dy1  Oy2 OYm, ) oz Oxo Oxn
. . - . . . . 9
Ohy Ok . Ol 991 09 ... O¢ Ofm  Ofm ... Ofm
Odxr1  Oxs Oxn Ooy1  Oys OYm ox1 Oxa O0xn

donde la primera y la tercera matriz deben ser evaluadas en ° y la segunda en y° = f (:1:0).
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Por otro lado, en las aplicaciones frecuentamente se presenta la situacion f : R — R™ y g : R™ — R.
En este caso, la aplicacion h = go f : R — R esta definida por
h(z) =g Y1, ym)

donde
y1=f1(2),- s ym = fm(®).

Aqui la regla de la cadena asume la forma

L@
L) =[me) A6 ] o D ) )

Ejemplo 3.18 Sea

h(z) =g (y1,y2) =2, y1 = fi(z) = xcosz, y2= fo(x)=2xsinz.

0

Queremos calcular b’ (a:o) para x° = mw. Poniendo

y' = (u1,53) = (1 (2°), f2 (2°)) = (-=7,0)

obtenemos
dg dg Jg dg
= ype¥1¥2, 0’ 0 =0; = ye¥1y2, 0, 0 — 1
gy = Do (v1:92) By, — U1 99, (v1:92)
ademds se tiene que
d d d d
%zcosx—msinx, %(mo):—l; gzsinx—l—wcosw; gz—
Estos valores nos permiten calcular
dg dfy Jg dfa
W) — 0,0 0 0,0 0y — 2
<7T) ayl (y17y2) dSU ('/1" ) + 8y2 (yIJ yQ) dl‘ (‘r’C ) ™

Ejemplo 3.19 La regla de la cadena se usa mucho para derivar funciones que provienen de otras fun-
ciones a través de una sustitucion de variables. Por ejemplo, sea dada la funcion f(x,y). Introduciendo
las llamadas coordenadas polares planas

T = T COosp, y:frsingp
podemos convertir f(x,y) en una funcion F(r,p) :
F(ryp) = f(rcose,rsinp).

La regla de la cadena nos entrega la siguiente relacion entre OF /0r,0F [0p,0f/0x y Of /0y :

OF Of 0 of o, . of of .

o = %E(rcosw)+8fy§(rsmgp) = %coscp—i- 3y sin ¢,

OF  0f 0 of 0, . of . of
a—(p:%%(rcoscp)+a—y%(rsmg0):—%rsmgp—i—a—yrcosgp.
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Funciones de R" en R": aplicaciones

4.1 El Teorema de Taylor

Recordemos primeramente el Teorema de Taylor para funciones de una variable (Calculo I). Sea
f R — R. Sea I un intervalo arbitrario, sean o € I y m € Ny, y sea la funcién f por lo menos m + 1
veces continuamente diferenciable sobre I. Entonces para todo z € I es vélida la formula de Taylor

f(z) =T (x) + Ry, (2, 20)
con el polinomio de Taylor

m ) (o
To(z) =Y I ao) k(, D (z — z)F
k=0

y el término residual en su forma de Lagrange:

F Y (2o + 9 (2 — w0))
(m+1)!

)m—i-l

Ry, (z,20) = (x — xo

para un ¢ € (0,1).

Trataremos ahora una generalizaciéon del Teorema de Taylor para funciones f : R™ — R. Para tal
efecto definimos ahora el concepto de un polinomio de n variables.

Definiciéon 4.1 Un polinomio de n variables es una funcion p : R™ — R con Dom(p) = R" y
N
p(T1,...,xy) = E Ay T TS T
V1,02,00,Vn=0
donde vy, ...,Vp, N € Ng y ap 1.1, € R. El mayor de los nimeros vy +va+ -« -+ vy CON Qyyyy..1, 70

se llama el grado de p.

Definicién 4.2 Sea h = (hy, ..., hy) un vector de R® y k € N. Sea f: R" — R y sea f € C*(X) para
un conjunto X C D(f). Entonces definimos el operador diferencial (h - V)¥ mediante
ok f

0y, Oy - Oy, ()

(th)k(m) = Zn: hu by - - h

V1,02, V=1

48
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para k > 0 formalmente

(h-V)°(x) = f(x)

Ejemplo 4.1 Consideremos el caso n = 2,k = 2. En este caso el operador diferencial (h - V)? para
una funcion f : R? — R sobre un conjunto X C D(f) con f € C?(X) estd (seqiin la Definicion 4.2)
dado por

(h-Vf)?(z)= hl—erhg of (xl,@)
ox1 O0x9
0% f 0% f
—hlhlaxlaxl (x1,22) + hthM (x1,22)
2 2f
+ hohy Dady (x1,m2) + h2h26 0 (x1,22)
2 2 2

90 0
hl J; ($1,$2) +2h1h2 (.771,.1‘2) +h%7£ (1‘1,%’2),
ox O0x3

f
81’16%2

donde utilizamos la siguiente relacion (la cual es vdlida segiin el Teorema 3.17, puesto que f € C? (X))

0% f B 0% f
81‘18%2 N 89528:01

Teorema 4.1 (Teorema de Taylor) Sea f : R" - R y X C D(f) abierto, y para un m € Ny sea

f e 0™t (X). Ademds sean z° € X yx € X, y sea el segmento lineal €0,z contenido en X . Entonces
0.

los siguientes enunciados se tienen para h = x — x

1. La funcion f puede ser representada por la formula de Taylor

-~ (- Vf ( )—i-Rm(as,:cO).

k=0

2. El término residual R, (:1:, :130) es de la siguiente forma, donde 9 € (0,1) :

(h- V)™t (20 + 0h)

o (2,2) = (m+1)!

En el caso m = 0, es decir, para f € C'(X), obtenemos para un ¥ € (0, 1) apropiado

f@)=f(2") +h-Vf(z*+ Ih)

Esto es el enunciado del Teorema del Valor Intermedio. Entonces, también aqui el Teorema de Taylor
es una generalizacion del Teorema del Valor Intermedio.

Para una funcién f(z,y) definida en R? y m = 1, la formula de Taylor escrita detalladamente es la
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siguiente:
f(xo+h,yo + k)

2
=3 (70, %0) + — < % + ka£> (%0, %0) + = < gi + ké;) (xo + VR, yo + Ik)
= f (o0, ¥0) + hfe (z0,y0) + kfy (zo,y0)

1
4—5(hzﬂm(xo+wwuyo+—ﬁk)+2hkﬁw(xo%—ﬁh@m—%ﬁk)+k9ﬂw(x0+—ﬁh4m—%ﬁk».

Ejemplo 4.2 Sea la funcion f : R3 — R dada por

flz,y,2z) =e"sinycosz

a) Determinar el polinomio de Taylor Ts(x,y, z) de f correspondiente al punto de desarrollo (x,yo, 20) =

(0,0,0).
b) Determinar el termino residual Ro (z,vy, z, o, Yo, 20) correspondiente.

c) Sea
B :={(z,y,2) eR?|-1<z<1,—7w/4<y<n/4 -7m/4<z <m/4}.

Determinar una constante C > 0 tal que

maXy; y.2)eB ’R2 (.T, Y, 2,20, Yo, ZO)| <C.

Solucion sugerida. a) Aqui calculamos las derivadas en (0,0,0)

f=0
fay = €"cosycosz|gg g =1
fo=¢" SinyCOSZ|(0,0,O) =0, f..=—e"sinysin z|(07070) =0,
fy = e cosycosz|ggoy =1, fy:=—e"cosysinz|gyq =0,
fz — _ eQE Sinysin Z|(0’070) = 07 fyy = — eZ sinyCOS Z‘(O,O,O) = 0’
Jaz = €"sinycosz|g o) =0, fzz=—e"sinycosz|gq =0,
por lo tanto
of of of
T = = Fo 92
S (2,7, 2) f(o,04n-+;p8x(o,o,0)+—yay(o,o,o)4—282(0,0,0)
0P 0*f *f
0,0,0) + 2zy 0,0,0) + 2z2 0,0,0
+3 |75 (0.0,0) + 20y oy 0.0 + 2257 (0,0.0)
82 f 0% f 20 f
9 % ZJ
+2yz5 5 (0,0,0) + V5, —5(0,0,0) + 822(0,0,0)

1
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b) En una notacion simplificada obtenemos aqui las terceras derivadas

fezx = e"sinycosz, fuzz = —€%sinycos z,
Jozy =€ cosycosz, fyyy = —€® cosy cos z,
Jowz = —€%sinysinz,  fy, =e“sinysinz,
foyy = —€®sinycos z, fyz2 = —€* cosy cos 2,
feyz = —e%cosysinz,  f...=e%sinysinz.

El término residual es, en este caso,

R2 (SC, Y, 2,20, Y0, ZO)

1
= 6 (xSfaczm + y3fyyy + zgfzzz + 3-rgyf:m:y + 3xy2facyy

—i—?)aczzfmz + 3xz2fmz + 3y22fyyz + 3yz2fyzz + nyzfmyz) ,

donde las terceras derivadas son evaluadas en algin punto (£,m,() con 0 < <z, 0 <n<yy
0< (¢ <z, es decir

R2 (ZL', Y,2,%0, Y0, ZO)

3
= % (xgsinncosc—y?’cosncosg—kz?’sinnsinc

+ 322y cosn cos ¢ — 3zy? sinn cos ¢ — 32z sinnsin ¢
— 3x2?sinncos ¢ + 3y?zsinnsin ¢ — 3yz2 cosn cos ¢

— 6ayz cosnsin ().

¢) Tomando en cuenta que |sina| < 1/v/2 para —m/4 < a < 7/4, podemos acotar Ry sobre B de la

siguente forma:

|R2($,y,2,1’0,y0,20)‘

V2 64 128 4 16v/2 8  16v2 128 64 16v2
1 97 (9v2+6)n* 3

— + —+ ——FFF——+ — | <5,855.

<\/§+ g * 32 Ty )=

4.2 Funciones implicitas

Queremos ahora estudiar la solucién de sistemas de ecuaciones, empezando con elementos de la

teoria de sistemas lineales. Sea n > m y un sistema lineal dado por

anxy + -+ apT, — by =0

am121 + -+ GpnTp — by, = 0.
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Suponemos que el rango de la matriz (a,,) es m, es decir, depués de un posible cambio de numeracion
de las variables,

ailr - Qim
det (a“’/)u,uzl,...,m = 7& 0 (421)
Aml - Gmm
En este caso podemos despejar 1, . .., T, del sistema lineal, es decir, existen coeficientes ¢, y ¢, tales

que

n n
xr1 =1c1 + g CluvZyy .-y Ty = Cm + E CryvTy-
v=m+1 v=m-+1

Queremos generalizar ahora este problema y consideremos en R un sistema de ecuaciones

filz) = fi(z1,...,2,) =0

fm(x) = fm (21,...,2,) =0

donde suponemos que las funciones f, estin todas definidas en una vecindad n-dimensional U (aco) de
un punto =Y, es decir,

U (=) c () D(fu)
pn=1

Ahora buscamos todos los puntos x € U (CL‘O) que son soluciones del sistema de ecuaciones. El siguiente

ejemplo demuestra que un tal punto no necesariamente debe existir.

Ejemplo 4.3 Consideremos el sistema

f1(x1, 22, 23) Zx%+2x§ —1=0

fg (.%'1,.%2,&33) :x%—I—x%—i-l =0.

Aquin = 3, m = 2. El sistema de ecuaciones no estd satisfecho para ningin punto.

Para avanzar tenemos que exigir que por lo menos para un punto x € U (wo) el sistema no lineal
esté satisfecho. Ademas necesitaremos alguna otra condicion que se convierte en la condicion (4.2.1)
para el caso especial de un sistema lineal.

Teorema 4.2 (Teorema Principal de Funciones Implicitas) Sean dadas las funciones f,, : R™ —
Rparap=1,...,m conm < n. Sean X C R™ un conjunto abierto; x° = (:c(l), . ,x%) eX;fu€ CH(X)
para p=1,...,m,y
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Ademds, sea la matriz

F(z°) = (gj:“ (m0)> 1 (4.2.2)
v wr=1,...m

no singular. En este caso, el sistema de ecuaciones

filz) = f1(z1,...,2,) =0

fm($) = fm ($1,...,xn) =0

es localmente resoluble para x1,...,Tny. Esto significa lo siguiente: existen una vecindad abierta Y del
punto €0 = (l’?n_H, . ,:1:91) € R*™™™ ym funciones unicamente definidas @, : R"™™ = R(p=1,...,m)
de las variables Tpyma1, ..., Tn,
1 = 01 (Tmt1, .- Tn),
Im = Pm (.’Em+1, cee 7xn) )

todas de ellas definidas sobre Y. Estas funciones satisfacen lo siguiente:

1. 0, € CYY) para p=1,...,m.

2. Para todo (Tm+1,.-.,Tn) €Y se tiene que

f1 (01 (@matse oy Tn) sy @m (Tmt1y o Tn) s Tt dy e -+ Tn) = 0

fm (01 (@mt1, - @) 5o O (Tt 15 -+ Tn) Tty oo, Tn) = 0

3. Las matrices

P . 0
o= (5 @) v P = (G @) o

satisfacen la relacion

Dem: La demostracion se realizard por induccion sobre i, es decir, el numero de ecuaciones. Prime-
ramente notamos que después de posiblemente renumerar las funciones f, y las m primeras variables

Tl ..., Ty, podemos suponer que todos los subdeterminantes principales de (4.2.2) satisfacen
3] 0 9 0
o (2°) . ()
: L #£0, p=1..m
of 0 of 0
a—m’i (:13 ) = (a: )

oxy
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1. Sea p = 1. Segin hipdtesis,

0
@) 20

stn pérdida de la generalidad podemos suponer que

afl 0

a) En virtud de la hipdtesis f1 € CH(X) existe un e > 0 tal que

fi(a) —ead, ... ,20) <0, fi(2) +e29,...,20) >0

ademds existe un 6 = 0. > 0 apropiado tal que para cada seleccion de x, con ‘m,, — iﬂg‘ <d(v=
2,...,n) se tiene que

fi(a) —eao,. . 2n) <0, fi(2) +e,20,...,2,) > 0.

Eligiendo € y § ain mds pequenos si fuera necesario, podemos suponer que en el entero intervalo
n-dimensional

‘xl—x?‘ <e, }:c,,—xg‘ <6 (v=2,...,n)
se tiene que
of
Ahora sea elegido (xa,...,x,) tal que ‘931, —xB’ < 0 para v = 2,...,n. Entonces, dado que
f1(x1,29,...,2,) es una funcion mondtona creciente de x1 en el intervalo {zl — 1‘(1)’ < g, existe
exactamente un valor x1 = @1 (T2, ...,Ty) tal que

fi(er (zay .. yxn),x2,...,2y) =0

Esto define sobre ‘a:,, — CL‘S’ < (v =2,...,n) una funcion pi (xa,...,x,). Segin la construccion,
siempre se ltiene que

‘371_«73(1]‘ = ‘901('7’.27"'73;71)_801 (xg”x?l)‘ <é€

Puesto que la misma demostracion puede ser realizada para un € > 0 arbitrariamente peque-
no, esto implica la continuidad de p1 en (xg, .. .,:L‘?L). Para cualquier otro punto (z2,...,Ty)
tal que |$l, — :L‘g} < para v =2,...,n resulta la continuidad si repetimos la misma demostra-
cion remplazando x° por (o1 (xa,...,2n), T2, ..., 2,). b) El enunciado o1 € C' es una conse-
cuencia del Teorema del Valor Intermedio para fi aplicado a los puntos (:ng, . ,acg, . ,:B?L) Y
(:1:8, e ,x% +h,... ,x%), donde suponemos |h| < 0 para asequrar que también el sequndo punto
pertenezca al dominio de 1. Ahora, si escribimos detalladamente en el argumento (xa, ..., xy) so-
lamente la k-ésima componente y definimos m? = ( .. ,x% +h,.. .), se tiene con un v € (0,1)
que

0=fi (o vafd + o) = fi(af ol )

222 <m?+19<1:?—:c(1)),...,x%—i—ﬁh,...) (ac}f—x?>

_|_gj;t(x(l)+q9<x}1‘—3:(1)),...,x%—i—ﬁh,...)h.
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Después de dividir por h y tomando el limite h — 0 obtenemos

of o1
0=— mo,...,:co,...,mo — xo,...,xo,...,xo
8$1 ( 1 k TL) 8SU]€ ( 2 k n)
of1
+873?k (l‘?,...,l‘%,...,l‘%)
Esto implica la existencia de la derivada parcial de p1 con respecto a xp(k = 2,...,n) en el punto
(:Ug, e ,:1391). Para cualquier otro punto podemos proceder como en (a). Entonces el enunciado

w1 € Ct es una consecuencia de la presuposicion f; € C*.

2. Supongamos ahora que el teorema haya sido demostrado para y— 1, donde 2 < u < m. Segin la

presuposicion sabemos que

(20 gl (20)
: : #0.
L CORNE e C

Segun la hipdtesis de induccion las primeras p—1 ecuaciones del sistema son localmente resolubles,
es decir existen un § > 0 y u — 1 funciones

1= @1 (Tps ... 2p),
.%'#_1 = (,5“_1 (l‘u, e ,.Z‘n)
las que son definidas, continuas y pertenecen a C' para !xu — :Cg} < para v = p,...,n, de modo
que alli se tiene que
i@ (@p, - @n) s Pu—t (T Tn) Xy oo, Ty) =0
Ju—1 (@1 Ty sn) ooy @t (s oo @), Ty oo ) = 0.

Tomando la derivada parcial de cada una de estas ecuaciones con respecto a x,, obtenemos para

todo punto (x,,...,x,) con {:vl, — 1:8} < 6 para v = Wy ..., las siguientes identidades:
0f1 0¢ ofi 0p,— 0
i 9014_...4_ f 80“14_ fl:()
O0x1 Oz, 0ry—1 Oz, Oz,
: (4.2.3)
8f,u—l 8951 8fu—l 64)5;1—1 8f,u—l .
cee + =0.
Ox1 Oz, Ox,—1 Oz, Ox,,
Consideremos ahora para (z,,...,T,) con ‘:L‘l, — Jrg‘ < 8(1/ = l,...,n) la p-ésima ecuacion del
sistema, donde reemplazamos 1, ...,x,—1 por las funciones @1, ..., Qu—1 :
Ju@ps ooy xn) = fu(@1 (@ps o sn) ooy @t (s oo ), Ty ooy ) =0
Por supuesto, esta ecuacion no estd automaticamente satisfecha para puntos arbitrarios (x,, ..., ,)

con {xl, — xB} < S(V =U,...,n); mds bien hay que despejar x, de esta ecuacion.
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Para tal efecto, y para poder aplicar el paso (1) de esta demostracion, debemos demostrar prime-
ramente que

afﬂ 0 0
91, (2, ... xp) #0 (4.2.4)
Pero para (z,,...,x,) con ’1‘1, - 1‘8| <o6(v=op,...,n) se tiene que

8jL _.Qf&§§ﬂu+...+. 8ﬁ1 a¢“_1.+ 0f

Oz, 01y Oz, O0r,—1 Oz, oz,

0 0
RRRRE.2)

(4.2.3) un sistema de ecuaciones homogéneo con un determinante no nulo pero con la solucion

(8@1(xgj_wxg),_”’a@#—l(mg,...,xg)J),

8xu 8xu

Si esta expresion desapareceria al insertar (:17 ), tendriamos junto con las ecuaciones

no trivial

una contradiccion. Entonces (4.2.4) es vdlido, y existen un & € (0,0) y una funcion

Ty =@ (Tpt1s .o Tn) (4.2.5)
la cual estd definida, continua, y pertenece a C' para (Zpg1s---,xn) con ‘xl, — x8| <6 para
v=u+1,...,n tal que

Ju (@1 (0u (Tpgty -3 Tn) s Tpgty oy Tp) e e
Gu—1(Pu (Tpg1s -3 %n) s Tyt 1y Tn) s P (Tpg1s -+ Tn) s Tpg 1y -+ Ty) = 0
St todavia definimos
21 = @1 (Pu (Tpg1s - Tn) s Tpsty -5 Tn) = @1 (Tpgt, - -, Tn) s
1= Pu—1(Lp (Tpst1s -+ Tn) s Tty - Tn) = Q1 (Tpg1, .- Tn),

hemos encontrado junto con (4.2.5) las soluciones buscadas.

La afirmacion ¢1,...,¢, € C' sigue de las propiedades correspondientes sobre las funciones Ou Y

D1y -

, @u—1 mediante la aplicacion de la regla de la cadena. Asimismo, la afirmacion (38) del teorema

es una consecuencia de la regla de la cadena.

Ejemplo 4.4 Consideremos la ecuacion

flz,y,2) =y +z2+22—e"—4=0

y queremos resolverla para z en una vecindad de (0,e,2). Para la matriz F' obtenemos aqui

det F = %(O,e, 2) = (v +22 —ez)](oﬁz) =4—¢e®£0.

Segun el Teorema (4.2.1), esta ecuacion puede ser resuelta en una vecindad de (0,e) en la forma

z = z(z,y) de tal manera que z(0,e) = 2.
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Queremos calcular las derivadas 0z/0x(0,e) y 0z/0y(0, e). Aplicando la regla de la cadena af(z,y, z) =
0 obtenemos por "derivacion implicitagon respecto a x e y las ecuaciones

0z 0z 0z 0z 0z 0z
0 Z+$0x + “or oz 0=2y x@y * Z@y © oy

es decir,
0z z 0z 2y

Or x+2z—e" Oy  x+2z—e*
Insertando x =0, y = e y z = z(0,e) = 2 obtenemos

0z 2 0z 2e

%(076) =i @(O’e) =TI

Note que ha sido posible calcular estas derivadas parciales sin conocer explicitamente la funcion z(x,y);

solamente necesitamos conocer el valor de z(z,y) en el punto (0,e).

Ejemplo 4.5 Consideremos el sistema de ecuaciones

fi(x1, 2, 23, 24) = z1203 + 96‘295421 =0,

fo (w1, 9, w3, 14) = 125 + x%xg =0.
Evidentemente el sistema estd satisfecho en el punto
(29,29, 29, 29) = (0,1,0,0).

Queremos analizar si podemos resolver el sistema para xs = w3 (x1,x2), x4 = x4 (T1,22). Aqui obtene-

mos on or
1 1
2.5 2 |-
ﬁ a—mi 6x3r3 3r17]

Para el punto considerado,
det F = 32223 — 12232524 = 0.

En este caso, el Teorema Principal de Funciones Implicitas (Teorema (4.2)) no nos entrega ninguna
mformacion acerca de la existencia y unicidad de una solucion del sistema en una vecindad del punto
considerado.

4.3 Funciones inversas

El siguiente teorema representa una de las aplicaciones mas importantes del Teorema Principal de

Funciones Implicitas.

Teorema 4.3 (Teorema Principal de las Funciones Inversas) Se considera una aplicacion f :
R™ — R". Sea X C D(f) un conjunto abierto, y sea f € C1(X). En el punto ° el Jacobiano de f sea

reqular, es decir,
df , o
det [ —— .
e < i (m )) #0
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1. En este caso existen una vecindad abierta U (mo) de ° y una vecindad abierta V (yo) de y° =
f (wo) tales que U (wo) es mapeado de manera biyectiva a V (yo), es decir sobre V (yo) existe
la aplicacion inversa f~1.

Figura 4.1: Ilustracion del Teorema (4.3).

2. Esta aplicacion inversa satisface f~1 € C! (V (yo)), yparay = f(x) € V (yo) se tiene la
siguiente relacion entre los Jacobianos df /dz y df~!/dy :

=t /df\7!
dy <dw>

Dem: FEscribimos la aplicacion dada

ylzfl(xlv"‘axn)7

yn:fn ($17~"7xn)

como un sistema de ecuaciones en R*™, donde ponemos y1 = Tni1, ..., Yn = Ton Y y‘l) = x%H, eyl =
0 .
x2n .
F1 (.I‘l,...,.%'gn) = f1 (.731,... ,.I‘n) — Tpn4+1 = 0,
F, (z1,...,29,) = fu(z1,...,24) — x2y = 0.
En el punto (:U(l), e ,:cgn) el sistema de ecuaciones estd satisfecho; ademds, en una vecindad de este

punto F = (Fy, ..., F,) pertenece a C, y se tiene que

o .. o1 Oh ... Oh
ox1 Ozn Ox1 On
. . 0 0 . . 0 0
. . (xlv"'7$2n) = . . (xb 7xn) %0
OFy, ... OFy Ofn ... On
oz Ozn oz Ozn,
Esto significa que localmente podemos despejar x1,...,x,, es decir existen un d > 0 y funciones
_ -1
:L‘I—fl ($n+17-"7$2n)a

Tp = f;l (wn-l-l) cee 7x2n)
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definidas, continuas y C' sobre ‘a:,, - ZL‘B‘ <d6(v=n+1,...,2n), las cuales alli satisfacen (3.7). Si
nuevamente definimos y, = Tty Y Yo = :1:2+V para v = 1,...,n esto significa que para (yi,...,Yn)
tales que ‘yl, — yg‘ < d0(v=1,...,n) hemos encontrado funciones tales que

ylzfl (fl_l(y17"'7yn)7"'7fn_1(yla"'vyn))7

yn:fn(ffl(ylv"'ayn)v-uafn_l(yla"'vy’n))'

La derivacion parcial nos entrega

Esto demuestra el enunciado (2) segin la definicion del producto matricial.

Ejemplo 4.6 Consideremos la aplicacion f : R?> — R? definida por

y1=f1 (1‘1>$2) = 33%, Y2 = f2 (951,962) =21 + T2.

Aqui
e} 0
I | |2 0y,
dx 87? 872 1 1
Consideremos un punto x° = (x(l),xg) € R?, entonces
df , o
e @) 70

sty solo si 33(1) £ 0, es decir si ¥ estd localizado o en el semiplano izquierdo o en el semiplano derecho.

Supongamos primero que x§ > 0. En este caso la aplicacion inversa fgl de f estd definida por

T1 = VY1, T2=1Y2 =Y.

El dominio de fgl es el semiplano derecho; la tmagen igualmente es el semiplano derecho. Para 1:(1) <0,
obtenemos la funcion inversa fL_l de f definida por

T1 = —v/Y1, T2=Y2+\Y1.

Nuevamente, el dominio de fﬂl es el semiplano derecho; la imagen ahora es el semiplano izquierdo.

Ejemplo 4.7 Sea la funcion f := (u,v) : R? — R? dada por
u=u(x,y) =xcosy, v=ov(r,y)=uazsiny

sobre D(f) = {(m,y) ER? |z > O}. Aqui queremos analizar la invertibilidad de f. Para tal efecto
notamos que aqui el Jacobiano estd dado por

d(u,v) | cosy —xsiny
O(xz,y) | siny xcosy
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con el determinante

(u,v)
d(x,y)

Segun el Teorema 4.3 podemos concluir que f es invertible en una vecindad de cada punto (zo,yo) con

det =zcosy +xsin’y = x.

xg # 0. Pero f no es invertible globalmente, dado que
u (0, Yo + 27) = xg cos (Yo + 2m) = zo cos yo = u (Zo, Yo)
v (20, Yo + 2m) = xosin (yo + 27) = zosinyo = v (o, Yo)

ast que la imagen de los puntos (xo,yo)y (To,yo + 27) siempre es la misma.

Ejercicio 4.1 Sea g : R — R una funcion continua tal que g(0) = 1. Considere la funcion F : R? — R?

2
dada por F(x,vy) (fy t)dt, f; g(t)dt). Demuestre que esta funcion tiene una inversa F~' definida
en una bola B del origen de coordenadas. Determine Jp-1.

Ejercicio 4.2 Considere la funcion F : R? — R? dada por f(u,v) = (u?+v3,u? +uv). Donde se tiene
que f(1,2) = (9,3). Analice la existencia de la inversa.

Ejercicio 4.3 Considere la funcion F : R3 — R3 dada por f(u,v,w) = (u+ v+ e¥,u+w + >, v +
w + e3u). Donde f(0,0,0) = (1,1,1). Analice la existencia de la funcion inversa en torno a (1,1,1).
Calcule J;-1(1,1,1).

Ejercicio 4.4 Considere la funcion F : R? — R? dada por f(u,v) = (e“?,e%~?). Analice la existencia
de la funcion inversa en torno a (o, yo)-

Ejercicio 4.5 Considere las funciones
filz,y,u,v) =x+y+ (u+v)(u—v),
fo(z,y,u,v) =2z —y + (u2 — 1) cosv + 1.
Sea P = (xg = 0,y0 = 0,up = 0,v9 = 0).

a) Analizar si en una vecindad de P, existen funciones g1 = g1(u,v) y g2 = ga2(u,v) tales que las
variables © = g1(u,v) e y = ga(u,v) pueden ser despejadas de

fl(xvya U,U) = Oa
fo(@,y,u,v) = 0.
Si es posible, calcular las derivadas parciales

092
ov

092
ou

on
v

og

(0,0,

—(0,0), —=(0,0), -—==(0,0).
b) Analizar si en una vecindad de P, existen funciones hy = hi(x,y) y ha = ho(z,y) tales que las
variables u = hi(x,y) y v = ha(x,y) pueden ser despejadas. Si es posible, calcular las derivadas

parciales

Ohy
Ox

Ohy
Jy

Oha
Ox

Oha

——(0,0), 3y

—(0,0), ——(0,0), ——=(0,0)
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4.4 Extremos de funciones de varias variables

Teorema 4.4 Sea la funcion f : R™ — R parcialmente diferenciable con respecto a cada variable en
un punto interior £ de D(f). Si f posee un extremo relativo en x°, entonces se tiene que

Vf (:BO) =0.

A estos x° se le conoce como puntos estacionarios o puntos criticos.

0

Dem: FEl enunciado sigue inmediatamente del hecho que f posee en x° un extremo en cada direccion

de coordenada e; como funcion de la variable escalar x;, lo que implica fy, (:1:0) =0parai=1,...,n.

Ejercicio 4.6 Pruebe que f(z,y) = 112 — 2xy + 2y? + 3y tiene un punto critico. Use Geogebra para
determinar si éste corresponde a un mdrimo o a un minimo local.

Comentamos que la condicién indicada en el Teorema 4.4, V f (930) = 0, es una condicién necesaria,
pero no suficiente para la existencia de un extremo relativo. Para ilustrar eso, consideremos la funcién
f:R? = Rcon D(f) =R%y f(x,y) = 2y (ver Figura 3.1). Aqui obtenemos las derivadas parciales
fo(z,y) =y vy fy(x,y) = x, por lo tanto V f(x,y) = 0 si y solo si (zo,y0) = (0,0). Sin embargo, la
funcion f no posee un extremo relativo en (0,0) dado que en cada vecindad de (0,0) existen valores
de f positivo y negativos.

Aquellos puntos ° de una funciéon f : R — R donde se tiene que Vf (a:o) = 0 pero que no son

extremos relativos se llaman puntos de silla.

Para la formulaciéon de condiciones suficientes para la existencia de extremos locales de funciones

f : R™ — R necesitamos estudiar formas cuadréticas.

Definicion 4.3 Sea A = (ai;); 11, una matriz simétrica.

1. El polinomio Q4 : R™ — R definido por
n
Qalz) = Z aigrirk, = (x1,...,2,) €R"
i,k=1
se llama la forma cuadratica asociada con A.

2. La matriz A o la funcion Q4 se llama semidefinida positiva si Qa(x) > 0 para todo x € R™ y
semidefinida negativa si Qa(x) < 0 para todo x € R™.

3. La matriz A o la funcion Q4 se llama definida positiva si Qa(x) > 0 para todo x € R",
x # (0,...,0), y definida negativa si Q4(x) < 0 para todo x € R™,x # (0,...,0).

4. La matriz A o la funcion Q4 se llama indefinida si no es semidefinida ni positiva ni negativa.

Teorema 4.5 Sea A = (a;;) € R™" una matriz simétrica; y sea —A = (—a;i).



4.4. Extremos de funciones de varias variables 62

1. La matriz A es semidefinida positiva si y sélo si —A es semidefinida negativa.

2. La matriz A es definida positiva si y sdlo si —A es definida negativa.

Dem: Las afirmaciones son una consecuencia inmediata de

Qal@) = > agwizy = = (—a) wizy = —Q_a)(@)
ik=1 ik=1
Teorema 4.6 La matriz
A a b
b d

es

o semidefinida positiva si y solo si ad —b> > 0,a >0 d > 0,

o semidefinida negativa si y solo si ad —b> > 0,a <0 yd <0,
e definida positiva si y sélo si ad —b*> >0 ya > 0,

o definida negativa si y solo si ad —b> >0 ya <0,

e indefinida si y solo si ad —b* < 0.

En general es muy dificil decidir si una matriz es definida; los métodos especializados son topico del
algebra lineal. Aqui mencionamos el siguiente criterio ttil (sin demostracion).

Teorema 4.7 Se considera la matriz simétrica A = (a;) con las submatrices principales

aip a2 ... Qaip

a1 a2 ... Qagy
A, =

Ayl Qp2 ... Quy

Sea det A, el determinante de A, . Entonces

1. A es definida positiva si y sélo si

detA, >0 parav=1,...,n

2. A es definida negativa si y sdlo si

(=1)"det A, >0 parav=1,...,n.

Ademés, se tiene el siguiente resultado.
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Teorema 4.8 Se considera la funcion f : R™ — R. Sea z° € D(f), y para una vecindad U (a:o) de x°
sea f € C? (U (xo)). Ademds, sea V f (aco) =0, y consideremos la matriz

A (wO) = (fl“zivk (mo))i,kzl,‘..,n

Entonces se tiene lo siguiente.

1. Si A (sco) es definida positiva, entonces f posee un minimo local en x°. Si A (mo) es definida

negativa, entonces f posee un mdzimo local en x°.

0

2. Si f posee un minimo relativo en x”, entonces A (wo) es semidefinida positiva. Si f posee un

mdzimo relativo en x¥, entonces A (:co) es semidefinida negativa.

0

3. Si A (wo) es indefinida, entonces f no posee en x” ni un minimo relativo ni un mdzximo relativo.

Ejemplo 4.8 Consideremos la funcion f:R3 — R con D(f) =R3 y
f(z,y,2) =35 — 62 + 22 + 22 — 2zy + 2y + 2yz + 32°.
Aqui obtenemos las derivadas parciales
fo=—6+22-2y, f,=-20+4y+2z, [f.=2+2y+6z.
FEsto implica que (xo,y0,20) = (8,5,—2) es el dinico punto donde Vf = 0. En este punto se tiene que
Jee =2, fay=-2, fyy=4 [oz=0, [fz2=2, [f..=6

es decir, la matriz A (xo,yo, 20) estd dada por

2 -2 0
A(zo,y0,20) = | =2 4 2
0 2 6
Los determinantes de las submatrices principales son
5 _o 2 =20
12| =2, 9 4 =4, -2 4 2 |=16.
0 2 6

Todos estos determinantes son positivos. Concluimos que segin el Teorema 4.7 la matriz A (xo, Yo, 20)
es definida positiva, por lo tanto la funcion f posee en (g, o, 20) = (8,5, —2) un minimo local.

Consideremos ahora el caso particular de una funciéon f : R? — R.

Teorema 4.9 Se considera la funcion f : R? — R. Sea (x9,%0) € D(f), y para una vecindad U (z9, yo)
de (z0,10) sea f € C? (U (x0,%0)). Sea V f (zo,%0) = 0, y el discriminante § (xg,yo) definido por

8 (20,90) = fuz (20, Y0) fyy (20, Y0) — (fay (20, %0))
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1. Si 0 (zo,y0) > 0, entonces f posee un extremo en (xg,yo). Se trata de un mdzimo relativo si
faz (T0,y0) < 0 y de un minimo relativo si fry (xo,yo) > 0.

2. 516 (x0,y0) <0, entonces f no posee ningin extremo en (g, yo)-

Ejemplo 4.9 Consideremos la funcion f : R?2 = R dada por
fle,y) =ay+z—y+1, D(f) =R
Aqui obtenemos las derivadas parciales

fﬂ»‘(m7y):y+1a fy(xay) ::13—1, fxy(x7y):17 film(‘r?y) :fyy(x,y):O.

Los tinicos candidatos a ser extremos de f son aquellos puntos (zg,yo) donde se tiene que fi (zo,y0) =
fy (z0,y0) = 0; en este caso el inico punto con esta propiedad es (1, —1). Pero

6(1,=1) = fau(1,=1) fyy (1, =1) = (fuy(1,=1))* = =1 < 0,

entonces segin el Teorema 4.9, f no posee ningun extremo.

Ejercicio 4.7 1. Halle los puntos criticos de la funcion f(x,y) = (22+y?)e™" y analicelos utilizando
el criterio de la sequnda derivada.

2. Analice los puntos criticos de f(x,y) = z3 + 13> — 12zy.

Ejemplo 4.10 Consideremos la funcion f : R? = R dada por
flzy) =2 — 120y + 8y°, D(f) =R
Aqui obtenemos las derivadas parciales

fe(z,y) =322 — 12y, f,(z,y) = —122 + 24y
Joy(x,y) = =12, fou(z,y) = 62,  fyy(z,y) = 48y.

Los puntos extremos (xo,yo) de f deben satisfacer el sistema de ecuaciones

323 — 12yo = 0
—12z¢ + 2493 = 0.
La primera ecuacion implica que
L o
=-x
Yo 170
Insertando esto en la sequnda ecuacion se tiene que

24
—12x0+ﬁxé:0<:>:1:3—8x020
(2)

Esta ecuacion tiene solamente las soluciones x(()l) =0y xy’ =2, es decir los inicos puntos que hay
que examinar son (0,0) y (2,1). Pero

5(0,0) = f42(0,0) fyy(0,0) — (f2,(0,0))* = =144 < 0
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por lo tanto f no posee un extremo en (0,0), mientras que
5(21) = Fra( ) (2 1) — (fuy(2, 1) = 432 > 0
es decir, f posee un extremo local en (2,1); puesto que fr»(2,1) =12 > 0, se trata de un minimo local.

Teorema 4.10 Sea f : R? = R una funcion continua sobre un domino cerrado y acotado D de R2.
Entonces:

i) f alcanza un valor mdzimo y uno minimo sobre D.
ii) Los wvalores extremos ocurren o bien en los puntos criticos en el interior de D, o bien en los

puntos de la frontera de D.

Ejercicio 4.8 Halle el valor mdximo de f(x,y) = 2x + y — 3zxy sobre el cuadrado unidad D =
(r,y) ER?:0< 2,y < 1.

Ejemplo 4.11 Consideremos la funcion f : R? = R dada por
f(z,y) = 3zy — 2’y —ay®, D(f) =R
Queremos determinar todos los extremos de f sobre el conjunto
M ={(z,y) |z >0,0<y<—x+ 3}
Obtenemos aqui las siguientes condiciones necesarias para un extremo:

fo=yB—y—2x)=0,
fy=23—-2—-2y)=0.

Las inicas soluciones de este sistema de ecuaciones son los puntos (0,0),(0,3),(3,0) y (1,1). Se tiene
que f(1,1) = 1. Los puntos (0,0), (0,3) y (3,0) estdn localizados en la frontera de M, donde f(x,y) = 0.
Obtenemos que f posee un mdximo relativo en (1,1). Dado que M no puede contener ninguin otro
mdaximo de f, este mdximo incluso es el mdzimo absoluto de f sobre M, es decir

0< f(z,y) =3zy — 2>y —xy> <1 para todo (z,y) € M.

Este ejemplo muestra que a veces es posible determinar todos los extremos de f utilizando solamente
la condicion necesaria Vf =0 y la forma analitica de f.

Ejercicio 4.9 Halle el volumen mdzimo de la caja inscrita en el tetraedro limitado por los planos de
coordenadas y el plano %x +y+z=1.
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z

P=(xy,12)

B=(0,1,0)

4=(3,0,0)

Figura 4.2: El tridngulo sombreado es el dominio de V' (z,y).

4.5 Extremos con restricciones y multiplicadores de Lagrange

Volveremos a la discusiéon de los extremos de una funciéon de varias variables. El Teorema de las
Funciones Implicitas nos permite el tratamiento de extremos de funciones sujetos a restricciones.
En muchas aplicaciones se presenta el problema de que no solamente queremos estudiar una funcion
f:R™ — R, sino que se plantan una o varias restricciones adicionales a las cuales las variables estan
sujetas. Las restricciones estan dadas en la forma de un sistema de ecuaciones

g (x1,...,zn) = g1(x) =0

Im (T1, ..., 2n) = gm(x) =0

o brevemente
g(x) =0, g=1(g91,--,9m)  R" = R™

Se dice que la funcién f posee en x”

un maximo local sujeto a las restricciones definidas por la funcién
g si existe una vecindad U (:130) de 2 tal que se tiene que f(x) < f (a:o) para todo x € U (:EO) tal que

g1(x) =0,...,gm(x) = 0. Una defincion anéloga es valida para un minimo sujeto a una restriccion.

Para la determinacién de los extremos de una funcién diferenciable f : R™ — R sin restriccién nos
interesan solamente aquellos puntos ¥ que satisfacen Vf (:co) = 0. Hay una caracterizacién similar
de aquellos puntos que son candidatos a ser extremo de f sujeto a la restriccion g(x) = 0.

Teorema 4.11 Se consideran las funciones f : R™ - R y g = (g1,...,9m) : R” = R™ con m < n.
Sea ¥ = (29,...,2%) € D(f) N D(g), y sobre una vecindad U (x°) de x° sea f € C* (U (z?)) y
Ju € ct (U (azo)) para p=1,...,m. Sea el rango de la matriz

OGu (o
<8a}y (:U )>u=1,...,m

v=1,....,n

igual m. Supongamos que la funcion f posee un extremo local en x° bajo la restriccion g(x) = 0.
Entonces existen constantes A1, ..., Ay, llamadas multiplicadores de Lagrange, tales que

Vf (:I:O) = MVgi (:1:0) + -+ AnVam (mo)
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Dem: 1. Sin pérdida de la generalidad podemos suponer que
o) 0 5} 0
oy (@) oo g (2)
: : # 0.
99m (.0 99m (.0
e (2°) s ()

Esto significa que segin el Teorema 4.2 podemos localmente despejar xq, ...

ecuaciones
g1 (xl,...,xn) = 0,

gm (T1,...,zn) = 0.

Entonces, existen un § > 0 y m funciones

21 = @1 (Tmt1s - Tn),

T = Pm (Tmt1y -+ Tn)

que pertenecen a C para |xl, — xg} <dv=m+1,...,

67

(4.5.1)

, T del sistema de

n) y que son solucion del sistema (3.13),

es decir
g1 ((pl (xm-l-l?' "7xn)?" -y Pm (mm-‘rl:"‘ 71'71) s Tm4-1y - - 7$n) =0
(4.5.2)
Im (01 (Tmt1y -5 Tn) e ooy @m (Tmtls -3 Tn) s Tntly oo -3 Ty) =0
Insertando estas funciones en f, obtenemos una funcidn de las variables Tpy41, ..., Ty :
F(Tmt1s--s@n) = (01 (Tmt1s--s@n) ooy @m (Tmaty - o Tn) s Tt ly -« Tn) -

Sequin la hipdtesis, esta funcion posee un extremo local en &0 =
tiene que

VE (&%) =0

(@2,

x%), por lo tanto se

Utilizando la regla de la cadena obtenemos que la siquiente ecuacion es vdlida en &0 :

8901 0 af
= = 1,... 4.5.
Zaxz a%(5) 8%( =0, v=m+1,...,n (4.5.3)
2. a) Debido a (4.5.1), el sistema
. OGu ¢ o of /o _
> A P (z°) 3o, (%), i=1,....,m (4.5.4)
pn=1
posee una solucion unica (A1, ..., Apy).
b) De (4.5.2) obtenemos derivando la p-ésima ecuacion con respecto a x,, :
99 O dg
S (q) 00 (o) 4 D 40y — g
i=1 O Ty Ty (4.5.5)
v=m+1,....n, pu=1,...,m
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De (4.5.3) y (4.5.4) se tiene que

) -3 e G e

=1 \p=1

m m ) o ;
(S E i @)

pu=1 i=1 ¢

En virtud de (4.5.5), esto implica que

@) = M @), v=mtl

Resumiendo (a) y (b) obtenemos

of (wo):i)\ 09y (iBO), v=1,...,n,

ox, Haxy
pn=1
lo que significa que
Vf(e) = Z MV (2°)
pn=1

Comentamos que este teorema entrega solamente un criterio necesario. Es decir, con su ayuda po-

demos solamente podemos determinar aquellos puntos (33(1), ey x%) donde podria existir un extremo

local de f sujeto a la restricciéon
g1 (x1,...,2p) =0
(4.5.6)
gm (x1,...,2) = 0.
Para tal efecto se forman las n + m ecuaciones

gﬂ(x?,...,xg):o, p=1....m

af /o 0 991 (o 0 9y 0 0
oz, (acl,...,xn) :Alamy (a:l,...,ﬂsn)+-~-+/\ma;: (a:l,...,xn), v=1,...,n
la cuales permiten determinar Ay,..., Ay y a;(l], co, 2l

Sin embargo, para el tratamiento de extremos con restricciones no existen criterios simples suficientes
(tales como para problemas de extremos sin restricciones) para poder decidir si en un punto (x[l), e :):2)
efectivamente se tiene un extremo local de f sujeto a la restriccion (4.5.6). Hay que decidir esto

considerando la forma particular de f o utilizando consideraciones geométricas.
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Ejercicio 4.10 Halle los valores extremos de f(x,y) = 2z + 5y sobre la elipse de ecuacion:
N2 Y\ 2
— =) =1
(1) + ()

Ejemplo 4.12 Queremos estudiar los extremos de la funcion
flay,z)=x+y+2
bajo las restricciones
gi(@,y,2) =2 +y* —2=0
92(z,y,2) =x+2—1=0.
Segiin el Teorema 4.11, los puntos criticos (candidatos a extremo) son aquellos puntos (o, yo, z0) que

satisfacen
91 (0, Y0, 20) =0

g2 (1‘0, Yo, ZO) =0
V£ (0,90, 20) = MV a1 (20, Y0, 20) + A2V g2 (20, Yo, 20)

Aqui obtenemos las cinco ecuaciones

x4+ Yyt —2=0, (4.5.7)
xo+20—1=0, (4.5.8)
1=X-2z0+ Ag- 1, (4.5.9)
1=\ -2yo+ A2 -0, (4.5.10)
1=X-0+X-1. (4.5.11)

De estas ecuaciones debemos determinar o, yo, 20, \1yA2. De (4.5.11) obtenemos Ao = 1, por lo tanto
(4.5.9) entrega que 2\xzg = 0 y (4.5.10) implica que 2X\1yp = 1, es decir A1 # Oy por lo tanto xg = 0,
luego yo = V2 0 yo = —V/2yzy = 1. Los puntos criticos son (0,v/2,1)y (0,—+v/2,1). En este caso, el
punto (0,1/2,1) corresponde a un mdrimo y el punto (0, —+/2,1) a un minimo.



CAPITULO D

La integral de Riemann en RY

La integral de Riemann en R es una extension de la integral de Riemann en R. Por esta razon, es
necesario generalizar algunos conceptos, definiciones y teoremas para obtener otros similares a los ya
conocidos en el contexto de la integral de Riemann para funciones de una variable real.

5.1 Definicién y existencia de la integral multiple de Riemann
Definicién 5.1 (Rectangulo en RN) Sean a;,b; € R,i = 1,2,..., N, tales que a; < b; para todo
i=1,2,...,N. Llamamos rectingulo en RN a cualquier conjunto R de la forma

R = [al,bl] X [CLQ,bQ] X ... X [aN,bN] .

Un rectangulo R = [a1,b1] X [ag,bs] X ... X [an, by], suele denotarse por
R:[a,b]:{a::(xl,:cz,...,xN)ERN:aigxigbi:izl,l...,]\f}

donde a = (aj,az,...,an) y b = (b1,b2,...,by). Es usual referirse a los vectores a y b como los
extremos del rectangulo.

Definicién 5.2 (Medida de un rectangulo en R"Y) Sean a;,b; € R,i = 1,2,...,N, tales que
a; < b; para todo i = 1,2,...,N. Llamamos medida o volumen del rectingulo R = [a1,b1] X [ag, ba] X
. X lan,bn] al valor

m(R) = (b1 —a1) (ba —az)--- (bxy —an).

Definicién 5.3 (Particién de un rectangulo en ]RN) Sean a;,b; € R,i = 1,2,..., N, tales que
a; < b; para todo i = 1,2,...,N. Una particién rectangular B del rectdngulo R = [a1,b1] X [az, ba] X
. X [an,bn] es un conjunto de la forma P = Pip, X Popy X ... X Pypy, donde
Pin; = {ai = Tio, Ti1, . ., Ti(n;—1)> Tin; = bi}
es una particion de [a;, b;|, para algin n; € N;i=1,2,...,N.

70
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Notemos que toda particién rectangular B de un rectangulo R determina

no = nl . n2 ..... nN
rectangulos R;,j = 1,2,...,ng, tales que
no
R=|JR;, e int(Rj)Nint(Ry) =2 Vj#k,
j=1

donde int (R;) corresponde al producto cartesiano de los intervalos abiertos cuyos extremos son los
mismos que aquellos de los intervalos cerrados que definen al producto cartesiano R;, para cada j =
1,2,...,ng.

Definicién 5.4 (Norma de una particién rectangular de un rectangulo en RY) Sean a;,b; €
R,i=1,2,...,N, tales que a; < b; para todo i =1,2,...,N. La norma de la particion rectangular
del rectangulo R = [a1,b1] X [az,b2] X ... X [an,bn] corresponde al valor

1P = max {[Pums o s [Ponsllog -+ [Pl }
donde ”Pz,m HOO = maxj<j<n, {xij - xi(j_l)} ,i = 1, 2, e ,N.
Definicién 5.5 (Sumas de Riemann) Sea R un rectingulo en RY, sea ? una particion rectangular

de R, y sea f : R — R una funcion acotada. Si {R;};°, es la descomposicion de R determinada por
. Llamamos:

i) Suma de Riemann para la funcion f respecto de la particion rectangular ? del rectdngulo R, a
una suma de la forma

ng
o (£,P.75) =3 f(e)m (Ry)
i=1
donde T = {e1,¢0,...,¢n,}, conc; € Riyi=1,2,...,ng.

i1) Suma superior de Riemann para la funcion f respecto de la particion rectangular B del rectdngulo
R, al valor

S(LP) =3 f (@) m(R)
=1

donde f (x}*) = maxgpepr,{f(x)}.

iii) Suma inferior de Riemann para la funcion f respecto de la particion rectangular B del rectangulo
R, al valor

s(LP) =3 f(@)m(R)
=1

donde f(x}) = mingep, {f(x)}

Definicién 5.6 (Integral superior e inferior de Riemann) Sea R un rectingulo en RN 1y sea
f R — R una funcion acotada. Llamamos:
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i) Integral superior de Riemann de la funcion f al valor real

/f— inf {S(f,P)}.

eP(R

i1) Integral inferior de Riemann de la funcion f al valor real

/f— sup {s(f, B)}

PeP(R)

donde P(R) = {3 . P es una particion rectangular de R}.

Definicién 5.7 (Integral de Riemann) Sea R un rectingulo en RY y sea f : R — R una funcion
acotada. Decimos que f es Riemann-integrable en R si

Ja= 0

Este 4ltimo valor se denomina integral de Riemann de f en el rectdngulo R y se denota simplemente

Jir

Teorema 5.1 Sea R un rectingulo en RN y sea f : R — R una funcién acotada. Las siguientes

por

propiedades son equivalentes:

i) f es Riemann-integrable sobre R

it) f satisface la condicion de Riemann en R; es decir

(Ve > 0)(3P € P(R)) tal que (S(f, P) — s(f, P) < &)

Teorema 5.2 (Integrabilidad de funciones continuas sobre rectangulos) Sea R un rectingulo en RN y
sea f: R — R una funcion continua sobre su dominio. Entonces f es integrable sobre R.

Ejemplo 5.1 (La integral de Riemann en R?) Consideremos en R? el rectdingulo R = [a,b] x [c,d].
Consideremos también la particion Py, de [a,b] y la particion Pa,, de [c,d] dadas respectivamente por

Pim ={a=x0,21,22,...,2py = b}
Y

PQ,n - {C =Y0,Y1,Y2,-- -, Yn = d}
Pongamos

A.%'Z' =X; — Tj—1 Vi = 1,2,...,m
Y
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Entonces, se determinan mn rectdngulos contenidos en R, los que denotamos por R;j, donde

Rij = [xi—1, @] X [yj—1,y;] Vi=1,2,....m Vj=1,2,...,n

Y (Zij, Bij)

— A.’l‘i f—
d=Yn
Rln R2n e -R/in e Rfmn
Yn—1
" d L
Ryj | Raj s R;} saa Rpj ij
Yj-1 T
Y2
Ri2 | Rao S Rio e Rna
U
Ri11 | Ra1 Ba Rm1
c=Yo
a=z9 T T2 iy, T Bwme, Tm=b %

Figura 5.1: Particion rectangular P = P1,m X Pa,m del rectangulo R = [a, b] X [¢,d], donde Py, = {a =
LYy L1y, X254+ T = b} y P?,m - {C =Y0,Y1,Y2,---,Yn = d}

Por lo tanto, obtenemos la particion rectangular B de R, dada por
? = Pl,m X PZ,n

la cual determina una division de la region R en rectdngulos mds pequenos, de manera que

n m
R=|J|JRy conint(Ri)Nint(Ry) =@ siij # Ik,
i=15=1
Ahora, sea f: R — R una funcidn continua y positiva, y sea S el solido limitado superiormente por la
superficie correspondiente a la grdfica de f e inferiormente por el rectingulo R en el plano xy. Entonces
la particion P antes mencionada divide al solido S en mn sdlidos, los cuales denotamos por

Sy Vi=1,2....m Vj=1,2,....n

En particular, el solido S;; tiene por “base” al rectdngulo R;j en el plano xy, y por “techo” a la superficie
correspondiente a la grifica de f asociada al rectdngulo R;;, siendo sus caras laterales regiones planas
perpendiculares al plano xy.

7 L 5,;

/ =

z R;;

Figura 5.2: El sélido S se divide en mn s6lidos, denominados S;;, asociados a los rectdngulos R;;,7 =
L,2,....om;5=1,2,...,n.
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A continuacion, para cada i = 1,2,...,m;j = 1,2,...,n, consideramos un punto (Z;;,%ij) € Rij (y
por lo tanto Zi; € [xi—1,2;),Y], ¥y Uij € [yj—1,Y4],Vi ), y ponemos

Tz = {(@11,911)  (T12,912) 5 - - -, (T Y ) }
Por otro lado, recordemos que B tiene norma dada por el valor
1P = max {|IPymlle  [P2nlloc}

donde ||Prml o, = maxi<i<m {Azi} y |Ponll, = maxi<j<n {Ay;}. Luego, es claro que si ||B|| es muy
pequena, entonces el paralelepipedo rectangular recto de base R;; y altura f (Zj,7i;) posee un volumen
A;j que se aproxima al volumen V;; del solido S;j. Es decir, Ajj ~ Vij, o bien

Vij Nf(@j,yjij)Axiij Vi=1,2,....m Vj=1,2,....n

(Zi, Gigs F (Zigs Gig))

Sij —

F(Zij,5i5)

Rij
(@ij, i) =

Figura 5.3: El solido S se divide en mn s6lidos, denominados S;;, asociados a los rectdngulos R;;,7 =
L,2,....om;5=1,2,...,n.

De esta forma, el volumen total V' del sélido S es aproximado por la suma de todos los volimenes
Vij de los sdlidos S;;, a saber

n m

j=1i=1
donde o (f,?,T7—)>> es precisamente la suma de Riemann para la funcion f respecto de la particion
rectangular B del rectangulo R, para la eleccion de puntos Tg. Aqui, la medida de los rectdngulos R;;

estd dada por m (R;j) = Ax;Ay;. Es claro que mientras menor es la norma de la particion 3, mejor
serd la aprorimacion del volumen V del sdlido S mediante sumas de Riemann.

Figura 5.4: Mientras menor es la norma de la particién 3, mejor serd la aproximacion del volumen V'
mediante sumas de Riemann. En este caso, observamos una suma inferior de Riemann.
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Para R?, damos una definicion del valor de una integral definida (integral de Riemann,).

Definiciéon 5.8 (Valor de la integral de una funcién sobre un rectangulo) Sea R = [a, b] X [¢, d]

y para n,m € N dados, consideremos Pi ., = {a = xo,x1,...,2Tm = b} una particion de [a,b] y P2, =
{e=190,92,...,yn = d} una particion de [c,d], tales que |Prm|l., — 0y [[P2nll, — 0. Luego, la
m—00 n—oo

particion ? de R, definida por
= B(m,n) = 7Dl,m X P2,n
verifica que HBH — 0, pues HBH = max {[|Prmll ., P2l }- Escojamos ahora arbitrariamente
m,n—o00

puntos (Tij,Yi;) € Rij donde Rij = [wi—1,x;] X [yj—1,y;], para 1 < i <m,1 < j < n,y consideremos
una funcion f: R — R que sea acotada e integrable sobre R. Entonces, la integral de f sobre R es el

y@f:iKwaﬁnmx:m£§m§:§:f@wdm)A%A%-

i=1 j=1

numero real

En integrales dobles es usual usar la notacion dA en vez de la notacion dy dx (o dz dy), en alusion

a que estamos integrando sobre una Tegidn que posee drea.

En general, no parece practico tratar de obtener el valor de la integral de una funcién usando la
definiciéon. Esto ya sucedia para la integracién de funciones de una sola variable, donde fuimos capaces
de evaluar integrales de forma sencilla solo cuando probamos el Teorema fundamental del calculo y la
regla de Barrows (segundo Teorema fundamental del calculo), los cuales relacionaban el valor de una
integral definida (la integral de Riemann), con la antiderivada de la funcién que estabamos integrando.

5.2 Evaluacién de integrales miltiples de Riemann

A continuacion, vamos a enunciar un resultado que establece una forma simple y directa de evaluar
integrales de ciertas funciones integrables sobre rectangulos. Este método consiste en expresar la integral
como una integral iterada (vea la Definicion 1.1.1). El método se puede extender a dimensiones mayores
que 2 como veremos mas adelante.

Teorema 5.3 (Teorema de Fubini, Primera forma) Sea R = [a,b] X [¢,d] y sea f : R — R una funcion
tal que para cada x € [a,b], existe fcd f(z,y)dy. Entonces la funcion F : [a,b] — R definida por

d
(2,9) > F(z) = / f(y)dy

es integrable sobre [a,b]. Mds ain, se verifica que

//Rf(x,y)dA:/abF(m)dm:/ab/cdf(x,y)dy de.
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Corolario 5.1 Sea R = [a,b] X [¢,d] y sea f: R — R una funcion tal que para cada x € [a,b] existe
fcd f(z,y)dy, y para cada y € [c,d] existe f; f(z,y)dx. Entonces

//Rf(x’y)dA:/ab/cdf(ffay)dy dw:/cd/:f(:c,y)dm dy.

Corolario 5.2 Sea R = [a,b] X [¢,d] y sea f: R — R una funcion acotada. Si f es continua sobre R,
excepto tal vez en un conjunto de medida cero, entonces

//Rf(x,y)dA:/ab/cdf(fc,y)dy d:l::/cd/abf(m,y)dm dy.

Ejemplo 5.2 Sea R=[0,1] x [0,1] y sea f: R — R la funcion definida por

(x7y)*—>f(w7y)={

2 492 Six#%
1
2

-1 St T =

/ [ @.ppaa

Solucién: Notemos que f es acotada en R, pues

Calcula

—1< fla,y) <1P+1°=2 V(z,y) €R

y que f es continua sobre R, excepto en el conjunto de medida cero

E:{(x,y)GR:x:;}

Luego, f es integrable sobre R y obtenemos

1 Y3 y=1
= / <x2y+ ) dz

0 3 y:O

1

)
2
= x*+ - | dw
(s

2 1\t
(5l
2
-3

Observacion:
1. Notemos que si R = [a,b] X [¢,d], entonces: El drea de la region rectangular R viene dada por

//ldydx— d—c)(b—a)=m(R).
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2. Sea f: R— R una funcién continua sobre R. El volumen del sélido S limitado por la superficie
z = f(z,y),con(x,y) € R,y el plano xy, el cual corresponde al volumen limitado superiormente
por la superficie z = |f(z,y)| > 0, con (z,y) € R, sobre el plano xy, y limitado lateralmente por
una superficie perpendicular al plano xy, viene dado por

v = [ [ i ar

En particular, si z = h, con h > 0, entonces el sélido S’ con base R y altura h tiene volumen
b pd
V(S’) :/ / h dy dz = h A(R)

2

Ejemplo 5.3 Cualcula el volumen del sélido limitado por la superficie z = 4 — %x — %yz, los planos

=3,y =2 y los planos coordenados.

Solucién: En primer lugar, notemos que la region R sobre la cual vamos a integrar corresponde al
rectdngulo
R={(z,y) eR*:0<z<3A0<y<2}=[0,3] x[0,2]

Consideremos ahora la funcion f : R — R definida por

Entonces, f resulta ser positiva y acotada sobre R, pues

0<4—é(32) —%(22) < flz,y) <4 ¥Y(r,y) €R

y continua sobre R. Luego, z = |f(x,y)| = f(x,y) > 0 en R, asi que el volumen del sdlido limitado por

2 2

la superficie z =4 — %m - 1—16y , los planos © = 3,y = 2 y los planos coordenados estd dado por

1% /QH/Q PRI S ) P /3 sy — Loz Lo
— —_ =7 — — €Tr = — - JRE—
o Jo 0" 167 )Y o YT gtV TRl
3 2 1
:/ (8—x2—>dx
0 9 6

2

dx
0

2 I
=8z — —2°— —x
27 6" |,—0
1
=242 =
2
43
2

Evaluacion de integrales dobles sobre dominios mas generales
Proposicion 5.2.1 Sean u,v € C([a,b]) tales que

c<u(z) <v(zr)<d V€ la,b
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sea D = {(;U,y) cR?:a<z<bAu(z)<y< v(m)} y sea f : D — R es una funcién acotada, que
ademds es continua sobre D salvo tal vez en un conjunto de medida cero. Entonces f es integrable sobre

D vy se verifica que
b ru(x)
[ rewar= [ [ pwwy da.
D a Ju(x)

Ejemplo 5.4 Sea D = {(:U,y) ER?:0<x<2Azs<y< Qx} y sea f una funcion integrable sobre la
region D. Cambia el orden de integracion para la siguiente integral

2 2x
/0 / f(z,y)dy dz
Solucién:

1. Trazamos la grdfica de la region D en el plano xy, senalando claramente las curvas que la limitan.

Yp y=2z

\
I
8

\
\
N

2 z
Figura 5.5: Grafica de la region D = {(m,y) ER?:0<x<2A A<y < 2x}.
2. Ahora intercambiamos los ejes y volvemos a trazar la grifica de la region D, dividiéndola, de

ser mecesarto, en apropiadas subregiones. El eje horizontal serd el eje y, y x serd la variable
dependiente. Senalamos claramente las curvas que limitan las subregiones.

A = y . E
9 : / r = 2

4

///

A
/ gl

////‘ e
- 2 4 Y

Figura 5.6: Grafica de la region D, donde se han intercambiado los ejes = e y.
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3. Desde la figura previa, podemos poner

D1:{(;c,y)e]}@;ogngA%gxgy}

Dgz{(azjy)eRQ:QSygll/\%SxSQ}
entonces D = D1 U Dy, donde D1 y Dy son regiones acotadas tales que m (ﬁl N E) =0.

4. Finalmente, obtenemos

/02 :mf(x,y)dy dx—/oz/yyf(a:,y)da: dy—i—/;ﬁif(w,y)dw dy.

Ejercicio 5.1

1. Calcula, si es posible, el valor de

1 y?2
/ / (acQ + y) dz dy.
-1Jo

2. Sea D = {(m,y) ER?:0<x<4AVir —22<y< 2\/3?} y sea f una funcidn integrable sobre
la region D. Cambia el orden de integracion y reescribe la integral

// fz,y)dy dz.
Vazr—z?

3. Calcula, si es posible, el valor de
2 prlnx
/ / (x —1)V1+e? dy da.
1 0

Observacion: Sean u,v € C([a,b]) tales que
c<u(z) <v(z)<d V€ la,b].
Sea R =[a,b] x [c,d] y D ={(z,y) eR*:a <z <bAu(z) <y<uv(z)}. Entonces:

1. El drea de la region D viene dada por

v(z)
/ / 1 dy dx.

2. El volumen del sélido S limitado por la superficie z = f(xz,y), con (x,y) € D, y el plano zy,
el cual corresponde al volumen limitado superiormente por la superficie z = |f(z,y)| > 0, con

(z,y) € D, sobre el plano xy,y limitado lateralmente por una superficie perpendicular al plano

xy, viene dado por
/ / f(z,y)|dy dx.
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En particular, si z = h, con h > 0, entonces el sélido S’ con base D y altura h tiene volumen

b pru(x)
V(S’):/ /() h dy dz = h A(D)

Ejercicio 5.2

1. Mediante el uso de una integral doble, calcula el volumen de un cilindro circular recto de radio r
y altura h.

2. SeaD:{(x,y)€R2:0§m§1A0§y§2} y sea f: D — R la funcion definida por

fz,y) = 1+z si (x,y) € D1 = {(x,y) € D : x > 2y}
h —1—-y si(z,y) € Dy ={(z,y) € D:x <2y}

Halla el volumen del sdlido limitado por la superficie z = f(z,y), con (x,y) € D, y el plano zy.
Teorema 5.4 (Teorema de Fubini, segunda forma) Sea R = [a1,b1] X [ag,b2] X ... X [an,bN], sea

io € {1,2,...,N} fijo, y sea f: R — R una funcidn integrable sobre R tal que para cada z € [a;,, bj]
existe

/~ f(z1,22,. .., Tig—1, 2, Tig+1, - - -, on) dxy dza ... dwiy—1 dzig41 ... day,

donde ]:2,-0 = [a1,b1] X [ag,b2] X ... X [@ig—1,big—1] X [@ig+1,big+1] X ... X [an, bn]|. Entonces la funcion
F Rio — R definida por

:/f(a:l,a:g,...,xio_l,z,xioﬂ,...,xN)dxl de...dxiO_l dxi0+1...de

es integrable sobre [a;,, b;,|. Mds ain, se verifica que

)
/ dz—/ /f T, T2, vy Tig—1, 2, Tig41, - - -, TN) dxy dzo .. dxig—1 dxjgy1 ... dey dz.

El Teorema 5.4 de Fubini, segunda forma, no solo nos da un criterio para evaluar integrales miltiples,
sino que también nos habilita para realizar cambios arbitrarios en el de orden de integracién tal como
lo establece el siguiente corolario.

Corolario 5.3 Sea R = [a1,b1] X [a2,bo] X ... X [an,bN] y sea f: R — R una funcion integrable sobre
R tal que para cada ig € {1,2,...,N} y para cada z € [a;,, bi,] existe
/ f (1'1, T2y evvyLjg—152, Ljg+41s--- ,xN) diL‘l d:I}Q . d:BZ'O_l diL'iO_;,_l N de,
donde Rio = [al,bl] X [(LQ,bQ] X ... X [aioflabiofl] X [a¢0+1,bi0+1] X ... X [(LN,bN] . Entonces

/f(:cl,xg,...,x]v)dxl dacg...de:/f(wl,:vg,...,x]v)dal das .. .day,
R R

donde la N-upla (1,0, ...,an) es una permutacion arbitraria en el orden de aparicion de las com-
ponentes de la N-upla (x1,22,...,TN).
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Ejemplo 5.5 Calcula la integral miltiple

1 1 2 1
/ / / / (;1:2 + y2) (ze")dx dy dz dw.
o Jo Jo J-1

Solucién: Claramente, la funcion f definida por f(x,y, z,w) = (x2 + y2) (ze™) es una funcion conti-
nua en R*, y por lo tanto también lo es sobre el rectangulo R = [0,1] x [0,1] x [~1,1] x [~1,1], que es
cerrado y acotado en R*. Luego, f es integrable en R, y obtenemos

/01/01/02/_11 (2 +¢?) (2¢”) dz dy dz dw:/ol/ol/: (/_11 (2% + ) (zew)dx>dy dz dw
[ L G
:/01/01 </02 <§+2y2> (zew)dy>dz dw
= /01 /01 (§y+§y3> (ze®) Z:Z
=/01 (/01 (§+136> (ze“’)dz)dw

1 z=1
=5 | )

10 (!

dy dz dw

dz dw

El Teorema a continuacién nos permitird reducir nuestro trabajo para calcular el valor de una
integral cuando la funcién a integrar puede reescribirse en variables separables en ciertas subregiones
rectangulares de la regién rectangular original.

Teorema 5.5 (Integracion sobre un producto de rectangulos) Sea Ry un rectingulo en RN, sea Ry
un rectdngulo en RN? y sea f : Ry x Ry — R una funcion integrable sobre Ry X Ry. Si E C RN es un
conjunto de medida cero y si para todo x € R\ E existe fR2 f(z,y)dy, entonces la funcion Fy : Ry — R
definida por
T — Fl(m) = f(w7y)dy1 dyQ"'dyNza
Ro
es integrable sobre Ry. Mds atn, se verifica que

/ F1=/ < [z, y)dy dyQ'-~dyN2> dzy dzy...dzy, 2/ f
R Ry Ro R1XR3
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Corolario 5.4 Sean N1, Ny € N tales que Ny + Ny = N, sean R1 y Ro rectdngulos en RM y RN2
respectivamente, y sean g : Ry — R y h : Rs — R dos funciones integrables sobre sus respectivos
dominios. Entonces, la funcion f: R X Ro — R definida por

xz— f(z,y) =g(x)h(y) V(z,y) € R1 x Ry

es integrable sobre Ry X Ro y ademds se cumple que

/Rlszf = </R1 g(zx)dz, dx2...d$N1> (/Rg h(y)dyr dyg...dyNQ) .

Ejemplo 5.6 Calcula la siguiente integral miltiple usando el Corolario 2.2.4:

1 1 2 1
/ / / / (2? + y?) (ze”) dz dy dz dw
0o Jo JO -1
Solucién: Procedemos de la siguiente forma
2 1 1 1
//// x—i—y ze)dxdydzdw-( x+y)dmdy></zdz)</ ewdw)
0 J-1 0 0
2 1;3 2) =1 52 z=1 .
— +x dy | | = e =
< 0 3 z=—1 2 z=0 ( O>
2 2 1
242 “)e—1
([ Gro)o) (3) e
1 y3
Sy+ L —1
( ) 0) (- 1)

=—(e—1).
FEl siguiente resultado extiende al caso N = 3 la Proposicion 5.2.1 que fue dada para el caso N = 2.

_l’_

3

Proposicion 5.2.2 Sean u,v : [a1,b1] — R dos funciones continuas sobre [a1,b1] tales que
az < u(z) <v(x) <by Vzr€lay,b].

Sea D' = {(z,y) €eR?: a1 <z < by Au(z) <y <v(z)} y sean ¢, : D' — R dos funciones continuas
sobre D' tales que
ag < ¢(x7y) < ?/}(%y) < b3 V(l‘,y) € D'

Sea D = {(z,y,2) eR*: a1 <z <byAu(z) <y <v(@)Ad(z,y) <z <P(z,y)} ysea f: D — R una
funcidn acotada, que ademds es continua sobre D salvo tal vez en un conjunto de medida cero. Entonces
f es integrable sobre D y verifica que

bl 1/’(%3/
// flz,y,z)dV = / / / f(z,y,2z)dz dy dz
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Observacion: En integrales triples es usual usar la notacion dV en vez de la notacion dz dy dx (o
dz dy dz o ...), en alusion a que estamos integrando sobre una region que posee volumen.

Ejemplo 5.7 Sea D la region acotada por los cilindros parabilicos z = —y? y z = a2, y los planos

///]D(az+1)dx dy dz

1. Partimos buscando los limites de integracion de una variable que dependa de las otras. De acuerdo

r=1,y=0cy==x. Calcula

Solucién.

a la informacion disponible, nos conviene partir identificando los limites de la variable z. Como
—y? <0< 22 para todo x,y € R, si ponemos

¢(xvy) = *yQ y 7/1($7y) = ZEQ, (521)

obtenemos que la variable z queda limitada de la siguiente forma
$(z,y) = —y* <z <a® = P(x,y).

2. Ahora buscamos los limites de integracion de las restantes variables, en este caso x ey, los cuales
deducimos a partir de la proyeccion de la region D sobre el plano xy (o equivalentemente, el plano
z =0 ). Notemos que las proyecciones de los planos © = 1,y =0 e y = x sobre el plano xy son,
respectivamente, las rectas x = 1,y = 0 e y = x. Notemos también que las rectasx =1 ey ==z
se intersecan en el punto (1,1), las rectas x =1 e y = 0 se intersecan en el punto (1,0), y las
rectas y = 0 e y = x se intersecan en el punto (0,0). Asi que ahora podemos determinar los
limites asociados a x e y sobre esta region.

Ya y==x
1

Pt
8Y

Figura 5.7: Grafico de las rectas x = 1,y = 0 e y = = en el plano zy. Se observa que 0 <y <z y
0<xr<1.

Considerando
u(z) =0 y wv(x) ==z,

obtenemos que la variable y queda limitada de la siguiente forma

uz) =0<y<z=uv(z), (5.2.2)
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mientras que la variable x queda limitada de la siguiente forma

0<z<l. (5.2.3)

3. Desde (5.2.1), (5.2.2) y (5.2.3) podemos identificar la region D sobre la que vamos a integrar,
como el conjunto de puntos (z,y,z) € R3 tales que

4. Finalmente, obtenemos

1 x  px?
///(:U—l-l)d:zdydz:// / (x +1)dz dy dz
D o Jo —y2
1 rzx z=z?
= / / z(z +1) dy dz
0 Jo r=—y2
1 T
—/ / (2° +2* + y*z +¢?) dy dz
0 Jo
1 3 3\ |¥Y=Z
_ 3 2, Y% Y
—/O(xy+a:y+3+3)

dz
1 4 3
4 333 X
= — 4+ —]d
/O<x+$+3+3>x

y=0

Ejemplo 5.8 Sea D la region acotada por los paraboloides circulares z = 3—x% —y? y z = 2> + 4% — 5,
y la region donde x > 0 ey > 0. Calcula

JIRET

Solucién:

1. Partimos buscando los limites de integracion de una variable que dependa de las otras. De acuerdo
a la informacion disponible, nos conviene partir identificando los limites de la variable z. Sin
embargo, o diferencia del ejemplo anterior, no parece tan directo determinar los limites superior
e inferior de z. Una forma de proceder en estos casos consiste en estudiar un corte transversal
de la region D en R que contenga al eje z. Por ejemplo, podemos considerar el corte asociado
al plano y = 0 (o equivalentemente, al plano xz).
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/ \2:37332

ARN

—B \

Figura 5.8: Grafico del corte transversal de la region D cuando y = 0. Es decir, en el plano zz
consideramos la regién entre las graficas de las funciones z = 3 — 22 y z = 22 — 5. Este grafico nos
permitira establecer adecuadamente los limites de integracién de la variable z.

El grifico previo nos muestra qué funcion acota a z por abajo y qué funcion acota a z por arriba.
Considerando

plz,y) =2 +y* =5 y P(z,y) =32 — ¢,

obtenemos que la variable z queda limitada de la siguiente forma
d(z,y) =2 +y* -5 <2 <3 -2 —y? =(z,y). (5.2.4)

2. Ahora buscamos los limites de integracion de las restantes variables, en este caso x ey, los cuales
deducimos a partir de la proyeccion de la region D sobre el plano xy (o equivalentemente, el plano
z =0). La proyeccion deseada corresponde a la sombra directa sobre el plano xy de aquel corte
transversal de la region D, que sea paralelo al plano xy, y que posea mayor drea. Observemos que
este corte debe producirse justo donde se intersecan los paraboloides circulares

z=a?+y? =5 y z=3-—az2—y>%
Como

2?4+ -5=3-2 -y 4+y°=14

(1‘2+y2)—5§3—(x2+y2)<:>x2+y2§4

al proyectar sobre el plano xy tal corte transversal, y considerando solo la zona donde x > 0 e
y > 0, obtenemos el cuarto del circulo

2?4yt <4

que estd ubicado en el primer cuadrante del plano xy, pudiendo ahora determinar los limites
asociados a x e y sobre esta region.
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| y=vi-2?

b w

Figura 5.9: Grafico de la proyeccion de la region D sobre el plano zy. Es decir, en el plano zy conside-
ramos la region entre las graficas de las funciones y = 0 y y = v/4 — 22, obteniéndose los limites para

y,y finalmente para x, aqui 0 < z < 2.

Considerando
u(z)=0 y v(z)=v4-—2?

obtenemos que la variable y queda limitada de la siguiente forma
uwz) =0<y<vV4d—a?=uv(z), (5.2.5)
mientras que la variable x queda limitada de la siguiente forma

0<z<2 (5.2.6)

3. Desde (5.2.4), (5.2.5) y (5.2.6) podemos identificar la region D sobre la que vamos a integrar,
como el conjunto de puntos (x,y,z) € R3 tales que

2? +yt— <2 <32 —y?

0<y<V4—a?

0<x<2.

4. Finalmente, obtenemos

2 Vi—z2 3—g2—y2
///yd:cdydz:// / y dz dy dx
D 0 Jo r24y2-5
2 pAg? PRty
L
0 J0 z=x24y2-5
2 prVA4—x?
= / / (8y — 222y — 2y3) dy dz
o Jo
2 AN (Y=VA4—z?
0 2
2 4
:/ <8—4l’2+x>d$
0 2
x> 2P
- 4
<83: 3 + 10)

128
15 °

dy dz

y=0

z=0
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Ejercicio 5.3 Sea D la region del primer octante acotada por el plano 3x +y + z = 2. Calcula

J[[ @ o ay a.

Observacion: Sean u,v € C ([a1,b1]) tales que
az < u(r) <wv(z) <by Va € lar,bi],
sea D' = {(:c,y) ER?:a; <z <bAulz)<y< v(x)}, sean ¢, € C (ﬁ) tales que
as < ¢(z,y) <(z,y) <bs V(z,y) € D,

ysea D= {(z,y,2) eR® a1 <z < by Au(z) <y <v(z)Ad(z,y) <z <¢(x,y)}. Entonces, el volu-

men de D viene dado por
b oru(e) pv(zy)
V(D) :/ / / 1 dz dy du.
a Ju(z) Jo(xy)

5.3 Cambio de variable en integrales muiltiples

5.3.1 Difeomorfismos
Aqui consideramos aplicaciones de la forma T : D* ¢ RY — RY cuya imagen es una region

D contenida en RY. Es decir, T (D*) = D. Sobre esta clase de aplicaciones, algunas propiedades
adicionales serédn consideradas posteriormente.

Ejemplo 5.9 Sea D* C R? el rectdngulo definido por
D*={(r0) eR*:0<r<1A0<6<2r},

y sea T : D* — R? la aplicacion definida por
r r r cos x

Solucién. En la busqueda de la region D, estudiamos los bordes del rectdngulo D*, interpretando cémo

Encuentra D =T (D*).

se transforma cada uno de ellos mediante T.

0=0A0<r<1(r creciendo) = T [ I A I
0 0 Y

Por lo tanto, el Lado I se transforma en el segmento de recta ubicado en el eje x (en la recta

Lado 1

y=0) con 0 <z <1,z creciendo.



5.3. Cambio de variable en integrales miltiples

0 <0 <2n(0 creciendo )N\ r=1 = T 1 = cos 0 Y .
0 sen 6 Y

Por lo tanto, el Lado II se transforma en la circunferencia x* +y* = 1 (recorrida en sentido
antihorario).

0 =27 N0 <r <1(r decreciendo) = T [ Y R
27 0 Y

Por lo tanto, el Lado I1I se transforma en el segmento de recta ubicado en el eje x (en la recta
y=0) con 0 <z <1,z decreciendo.

0 <0 <2n(0 decreciendo ) A\7 =0 = T<2>:<8):<$>
Yy

0
Por lo tanto, el Lado IV se transforma en el origen, es decir en el punto ( >

88

Lado 11

Lado II1

Lado IV

En conclusion, se observa que

D =T (D*)={(z,y): 2* +y*> < 1}.

S

an
nE

il T

Figura 5.10: La aplicacion T'(r,0) = (rcosf,rsenf) = (z,y) transforma el rectangulo D* =

{(T,9)€R2 0<r<1A0<6<2r} enelcirculoD:{(m,y)€R2:m2+y2§1}.

Observemos que la transformacion T' del ejemplo previo no conserva el area. Es decir, A(D) #

A (D).
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Definicién 5.9 Una funcion T : D* ¢ RV — RN es inyectiva en G si
(Vu,v € D*) (u # v = T(u) # T(v))

0, equivalentemente
(Vu,v € D*) (T(u) =T (v) = u =)

donde w = (uy,ug,...,uy),v = (v1,v2,...,UN).

Ejercicio 5.4 Muestre que la aplicacion T : [0,1] x [0, 27] — R? definida por
r) Lo 7)o [ reos 0 [
0 0 rsenf Y

no es inyectiva, pero si lo es su restriccion a |0, 1]x]0, 27].

Definiciéon 5.10 Sea U un conjunto abierto en RY y sea T : U — RN wuna aplicacion de clase C*
definida por T'(u) = x

i) Llamamos matriz jacobiana de la aplicacion T, a la matriz DT (u) dada por

Ox; Oz . Oxzy
aul 8u2 8UN
Oxy  Ozy . Ozp
DT(’U,) — ouq Ouso oun
8u1 8’!1,2 8UN

ii) Llamamos jacobiano de la aplicacion T en w, al valor Jr(u), que corresponde al determinante
de la matriz DT (u), esto es:

Jr(u) = det(DT'(u)).

Las notaciones méas usadas para referirse al jacobiano de una aplicacion T tal que T'(u) = x, cuando
éste existe, son

0
JT(U) _ <$17$27 7xN) =] <$1,$2, 7$N> )

8(u1,u2,...,uN) UL, U2y ..., UN

Por otro lado, cuando no resulta confuso, es usual escribir solo Jr.

Definicién 5.11 Sean U y V dos conjuntos abiertos en RN. Una aplicacion T : U — V es un
difeomorfismo de clase C* si T es biyectiva y tanto T como T~ son aplicaciones de clase C.

Teorema 5.6 Sea U un conjunto abierto en RN y sea T : U — RN wuna aplicacion de clase C'.

Entonces, T : U — T(U) es un difeomorfismo de clase C' si y solo si se cumplen las siguientes
condiciones:

i) T es inyectiva.
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ii) Jr(u) #0 YueU.

Ejemplo 5.10 Sea T : R?> — R? la aplicacion definida por

(o) ()= ()=(0)

Pruebe que T es un difeomorfismo de clase C' de R? en R2.

Solucién: Notemos que p(u,v) = u—v y q(u,v) = u+v son polinomios de primer grado en R?, luego
T c C* (RQ). Por otro lado,

T Ul —T u9 N up — U1 _ ug — V9
U1 Vg ul + U1 ug + U2

- Uy — V1 = Uz — U2

U] + v = ug + v2

= 2uqp = 2ug A 2v1 = 209

= U1 = ug N\ Vg = V2

Por lo tanto, T es inyectiva.

Notemos también que dado (z,y) € R?, el sistema

U—v==2x

u+v=y
siempre tiene solucion (u,v) € R?, pues el determinante asociado al sistema es distinto de 0, lo cual
indica que T es sobreyectiva. Por lo tanto, T (RQ) = R2.

Finalmente, obtenemos

gz oo 1 -1 u 2
Jr=|8 &=, | |=2#0 V| |€R
ou Ov

En consecuencia, desde el Teorema (5.6) concluimos que T es un difeomorfismo de clase C' de R? en
R2.

Ejercicio 5.5 Sea T : R? — R? la aplicacion definida por
T<u>:<e“cosv>:(m>
v esenv Y
Pruebe que T no es un difeomorfismo de clase C' de R? en R?.

Lema 5.1 Sean U y V dos conjuntos abiertos en RN y sea T : U — V un difeomorfismo.
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i) U C U es abierto si y solo si el conjunto T (U') C V es abierto.
it) K C U es compacto si y solo si el conjunto T(K) C V es compacto.

i11) Sea K un conjunto compacto contenido en U. Entonces, K es medible si y solo si el conjunto
T(K) es medible.

iv) E C U tiene medida cero si y solo si el conjunto T(E) C V tiene medida cero.

Sean U y V dos conjuntos abiertos de RN y sea T': U — V un difeomorfismo. El Lema 5.1 anterior
indica que si K C U es un conjunto compacto medible en R, entonces se verifica que

Fr(T(K)) = T(Fr(K)).

Este hecho es de mucha utilidad. Por ejemplo, si una region abierta y acotada en R?, est4 limitada
por ciertas curvas suaves 71,72, . . . , Tn, entonces las imégenes T (v1),T (72) ..., T (7,) conformaran
la frontera de la region T'(K). Aqui y en el resto de este apuntes, Fr(A) denota la frontera topologica
de un conjunto A C R¥.

Definicién 5.12 (Conjuntos de medida cero) Sea E C RY. Decimos que E tiene medida cero o
medida nula en RN si para cada € > 0 existe una sucesion de rectdngulos {R;}:2, tales que

i=1
i) im(Rz) <e.
i=1

Definicién 5.13 (Conjuntos de contenido cero) Sea E* C RY. Decimos que E* tiene contenido
cero en RN si para cada € > 0 existe un conjunto finito de rectingulos {R;}_, tales que:

=1
n
i) Y m(R;) <e.
i=1

Definicién 5.14 Sea D un conjunto en RN . Decimos que D es medible Jordan en RN si D es acotado
y su frontera Fr(D) tiene contenido cero.

Teorema 5.7 (Teorema del cambio de variable) Sean U yV dos conjuntos abiertos de RY , sea T : U —
V' un difeomorfismo de clase C', sea D un conjunto abierto contenido en V o un conjunto compacto
y medible Jordan contenido en V, y pongamos D* = T—Y(D) (o equivalentemente T (D*) = D). Si
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f:D — R es una funcion integrable sobre D, entonces existe
f(T(u)) |JT(’U,)‘ dul dUQ P duN,
D*
y se verifica que

/ f(x)dzy dzy ... day = f(T(w)) |Jr(uw)|duy dus...duy,
T(D*) D~

donde T(u) = &, con u = (ug,u2,...,un) y € = (x1,2,...,ZN).

Ejercicio 5.6 Usa el cambio de variable

(u+v)? u+v
= _ A =
r=u 1 y 5

para calcular ffD x dz dy donde D es la region limitada por las curvas

i) r=2—1y%—2y.

i) © = —y>.

i) =2y — y>.

Adicionalmente, grafica la transformacion de la region D originada por el cambio de variable.

5.3.2 Integraciéon doble en coordenadas polares

La aplicacién
T : [0, 00[x[0,27] — R?

r\ (7 reos 0\ [ =z
0 0 /] \ rsend )] \ y
transforma coordenadas polares a coordenadas rectangulares.

La restriccion T :)0, 00[x]0, 27 [— T'(]0, 00[x]0, 27[) es un difeomorfismo de clase C'. Un punto (,y)
del plano cartesiano puede se representado en coordenadas polares por el par ordenado (r,6) cuya
primera coordenada es igual a la distancia del punto al origen, esto es,

r=+/x2+y>?

y cuya segunda coordenada es igual al dngulo formado entre el eje horizontal y el trazo que une el
origen con el punto dado, por lo tanto se verifica que

tanf = ¥
z
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T
2 /\‘

T
NP

Figura 5.11: La aplicacion T'(r,0) = (rcosf,rsenf) = (z,y) transforma el rectangulo en coordenadas

polares dado por D* = {(T, 0) € R2:0<r<an0<6< 27r}, en el circulo en coordenadas rectangu-
lares dado por D = {(z,y) € R? : 2? + y* < a?}

Como estamos interesados en calcular integrales usando este cambio de variable, necesitamos calcular
el jacobiano asociado a la restricciéon de T :

oxr Oz
= = cos) —rsend

Jr(r,0)=| & & | = =71 (cos® 0 +sen?0) =r.
3 20 senf rcosf

Luego, por el Teorema 5.7 del cambio de variable, para toda funcién continua e integrable f : D C
R? — R, donde D = T (D*), se tiene que

// f(z,y)dz dy = / f(rcosf,rsen@)r dr df.
D D*

Ejemplo 5.11 Sea D una corona circular de radio menor ay y radio mayor as, ubicada entre los
dngulos 0 < ay < § < ag < m, ysea f:DC R? — R una funcién continua sobre su dominio.
Establece una formula para la integral ffo(:r,y)dA, usando el cambio de varitable de coordenadas

as a9
// f(z,y)dA = / / f(rcosf,rsen@)r dodr
D ai [e5}

T
y
[ /—\
a y =z tanad / \
a; ay T

i y:zta,nal\

a az T /
Figura 5.12: La aplicacion T'(r,0) = (rcosf,rsenf) = (x,y) transforma el conjunto D* =

{(r,0) € (0,00)x (0,27]:a1 <r<azANa; <0< a},0 < a1 < § < az < 7, en el conjunto
D:{(x,y)ERzza%S :L‘2+y2Sa%/\ythanal/\nytanag}

polares a rectangulares.

Sol: Se tiene que

p—
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Ejercicio 5.7 Sea D el circulo de radio a y centro en (xqg,y0), y sea f : D C R? — R una funcion
continua en su dominio. Establece una formula para la integral ffD f(x,y)dA, usando el cambio de
variable de coordenadas polares a rectangulares.

Ejercicio 5.8 Sea D es el circulo de radio a y centro en el origen. Calcula ffD (1‘2 + y2) dA.

5.3.3 Integracioén triple en coordenadas cilindricas
La aplicacién

T : [0, 0o[x [0, 27 x] — 00, 00[ — R3

r r r cos 6 x
0 | =T 0 |=] rsenf | =] y
z z

transforma coordenadas cilindricas en rectangulares.

La restriccion T :]0, 0o[x]0, 27 x| — 00, co[— T'(]0, 0o[x]0, 27 [x] — 00, 0o[) es un difeomorfismo de clase
C'. Un punto (z,y, z) del espacio en coordenadas rectangulares puede ser representado en coordenadas
cilindricas por el trio (r,0, z) cuya primera coordenada es igual a la distancia entre la proyeccion del
punto en el plano zy y el origen, esto es,

r = /12 + y2
cuya segunda coordenada 6 es igual al angulo formado entre el eje x y el trazo que une la proyecciéon

del punto sobre el plano zy con el origen, por lo tanto se verifica que

Y

tanf = =
z

y cuya tercera coordenada es igual a la tercera coordenada rectangular, esto es,

Figura 5.13: La aplicacion T'(r, 0, z) = (rcosf,rsenf, z) = (x,y, z) transforma el rectangulo en coorde-
nadas cilindricas dado por D* = {(7", 0,z) € R3:0<r<rgAN0<0<2rA0<z< zo}, en el cilindro
en coordenadas rectangulares dado por D = {(x, y,2) ER3: 22 +92<a?:0< 2 < b}.
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Como estamos interesados en calcular integrales usando este cambio de variable, necesitamos calcular
el jacobiano asociado a la restricciéon de T :

g—T g—a ? cos) —rsenf 0
Jr(r,0,2) =| 3¢ 55 52 |=|senf rcos O |=r (cos 6 + sen®§) = r.
0z 0z 0z

Luego, por el Teorema 5.7 del cambio de variable, para toda funcién continua e integrable f : D C
R3 — R, donde D es la imagen por T de D*, se tiene que

/// f(z,y,z)dx dy dz = // f(rcosf,rsend, z)r dr dodz
D D*

Ejemplo 5.12 Calcula el volumen del sélido encerrado por la esfera x> + y?> + 22 = 16 y el cilindro
(x —2)2 +y% = 4, al interior del cilindro.

Sol: Sea T (D*) = D la region encerrada por la esfera x* +y* + 22 = 16 y el cilindro (x —2)%+ y* = 4,
donde T es la aplicacion de coordenadas cilindricas a rectangulares.

/\g 7
V /

Figura 5.14: Gréfica de la region D acotada por la esfera 22412+ 22 = 16 y el cilindro (z —2)% 432 = 4.

1. Partimos transformando las ecuaciones que encierran la region. Primero transformamos la ecua-
cton de la esfera. Tenemos,

P2y +22=16 = rr+22=16.
Transformamos ahora la ecuacion del cilindro. Tenemos

(z—22+y=4=22+y> —42=0
= 72 = 4rcosf

= r =4cosl
2. A continuacion buscamos limites de integracion adecuados para la region D*, que es la region que
estd dada en coordenadas cilindricas.
- Tomando en cuenta los cdlculos previos, obtenemos para z :
P 4+22=16= 22=16—1r>

=z =416 —r2.
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Por lo tanto, obtenemos que la variable z queda limitada de la siguiente forma
¢(r,0) = —/16 — r2 < 2 < /16 — r2 = ¢(r, 0)

- Determinemos ahora el rango de variacion de las variables r y 0. Para esto, estudiamos la pro-

yeccion del cuerpo D sobre el plano xy (o bien plano z = 0 ). Es facil chequear que esta proyeccion
corresponde al circulo

(x—2)*+y* <4
Y ejzg o
/ . r=4cosf
\ eje polar
\ /] °

Figura 5.15: Grafica de r = 4 cos 6.

Segiin podemos apreciar, la variable r queda limitada de la siguiente forma
u(@) =0<r <4cosf =v(0)
mientras que la variable 6 queda limitada de la siguiente forma

T
—— <6<
5 <

[N

En resumen, la region D* sobre la cual vamos a integrar estd limitada por:

—16 —1r2 < 2 < \/16 — r2.

Por lo tanto, si V es el volumen de la region T (D*) = D, donde T es la aplicacion que transforma
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coordenadas cilindricas a rectangulares, obtenemos

V:/// dxdydz:/// r dr dfdz
D
4cosf V16—r2
= / / / r dz dr d6
g V16—12
5 dcosO p/16—12
= 4/ / / r dz dr d6
4 cos @ z=V16—r2
[

4cos @
:4/ / ry/16 — r2 dr dé
0

Es r=4cos6
= — /2 (16 —r )
0 r=0

2
3 do
/ 1—cos29) sen9—1) dé

dr d6

Njw

3 b=5
= — ﬁ —cosf + == i —0
3 3 0=0
12
_ e o
9
5.3.4 Integracion triple en coordenadas esféricas
La aplicacién
T : [0, 00[x[0,27] x [0, 7] — R3
1) P pcosfsen ¢
0 | =T\ 6 | =| psenfsengd | =| y
6 6 poos 6 :

transforma coordenadas esféricas en rectangulares.

La restriccién T :)0, 0o[x]0, 27[x]0, 7 [ T(]0, 00[x]0, 27[x]0, 7[) es un difeomorfismo de clase C*.
Un punto (z,y, z) del espacio en coordenadas rectangulares puede ser representado en coordenadas

esféricas por el trio (p, 0, ) cuya primera coordenada es igual a la distancia entre el punto y el origen,

p=vVar2+y?+22

cuya segunda coordenada 6 es igual al &ngulo formado entre el eje = y el trazo que une la proyeccion

esto es,

del punto sobre el plano xy con el origen, por lo tanto se verifica que

tand = 4
T
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y cuya tercera coordenada es igual al &ngulo entre el eje z y el trazo que une el punto con el origen,

por lo tanto se verifica que
z

w0 = e

Q@
P,
: Yy
2, 0,19) d
[
T

Figura  5.16: La  aplicacion  T(p,0,¢) = (pcos @ sen ¢, psenfsen, pcos @) =
(r,y,2z) transforma el rectdangulo en coordenadas esféricas dado por D* =
{(p, 0,¢) € R3:0<p<rgAN0<O<2rA0< ¢ < 7['}, en la bola en coordenadas rectangulares
dada por D = {(z,y,2) € R? : 2? + y? + 2* < a*}.

T
/\ ‘@
6

Como estamos interesados en calcular integrales usando este cambio de variable, necesitamos calcular
el jacobiano asociado a la restriccion de T :

op 00 06 cosflseng —psenflsen¢ pcosfcose
Jr(p,0,¢) = g—% % % = | senfsen¢ pcosfseng psenfcosd | = —p?sen ¢.
g—z % (% cos ¢ 0 —psen ¢

Luego, por el Teorema 5.7 del cambio de variable, para toda funcién continua e integrable f : D C
R3 — R, donde D es la imagen por T de D*, y dado que sen ¢ > 0 si ¢ €]0, 7|, se tiene que

///D fx,y,z)de dy dz = ///D f(pcosBsen ¢, psen fsen ¢, pcos ¢)p” sen pdpdfde.

Ejemplo 5.13 Calcule el volumen del sélido encerrado por la esfera x* + y? + 22> = 4z y el cono
22 +y? = 22, contenido en la region z > 0, al interior del cono.

Sol: Observemos que la region de integracion es un cono invertido cuya tapa superior es una semiesfera.
Usando coordenadas esféricas obtenemos

Pyt =22A2>0= 0+t 422 =222
= p? =2p%cos’

2
= = —
cos” ¢ 5
7T
= = —
¢ 4
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24yt =42= pP=dpcoso
= p = 4cos .

Luego, la region D* sobre la cual vamos a integrar estd limitada por

0<p<dcoso
0<6<2r
0<p<t

Por lo tanto, si V es el volumen de la region T (D*) = D, donde T es la aplicacion que transforma
coordenadas esféricas a rectangulares, obtenemos

T 27 rdcos¢
V—/// dz dy dz—/ / / p? sen ¢pdpdfde
D
o 3 p=4cos ¢
/ / —sen¢>
=0

dfde
2T 64 cos® gi)
= ——— sen ¢dfd¢
o Jo 3

% 64 3 0=2m
:(/‘ (“ﬂ¢sen¢>9
0 3

de
= 27T?;64 /4 cos® ¢ sen ¢do
0

_ 2m-64 cos* ¢ =1
B 3 4

=0
= &r.d

0=0

5.4 Curvas en R’ y en R3

FEn esta secciéon reduciremos nuestro estudio a dimensiones 2 y 3.

Definiciéon 5.15 (Representacion paramétrica de una curva) Sea N =2 o N = 3. Una curva y
en RN es un conjunto dirigido de puntos de RN para los cuales existe una funcion continua r : [a,b] —
RY tal que r([a,b]) = ~. La funcion continua r se denomina parametrizacion o trayectoria de la curva
~. El conjunto es dirigido en el sentido que v establece un orden en el cual aparecen los puntos r(t) € v
cuando t varia desde a hasta b. El punto r(a) se denomina punto inicial de la curva, mientras que el
punto r(b) se denomina punto terminal.

Definicién 5.16 Sea N =2 o N = 3, sea vy una curva en R y sea r : [a, b] — RY wna parametrizacion
de . Decimos que
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e Py c RY pertenece a la curva v si Ity € [a,b] tal que Py =7 (o).

e El conjunto {P € RY : 3t € [a,b] tal que P =r(t)} es la traza de la curva .
e 7 es una curva cerrada si r(a) = r(b).

o P c v es un punto multiple si existe mds de un valor t €la,b[ tal que P = r(t).

e v es una curva simple si no tiene puntos maultiples. Es decir, v es simple si r es inyectiva en
Ja, 0]

e v es una curva suave si posee una parametrizacion r € C! ([a, b];RN), en cuyo caso también
dectmos que T es suave.

o oy € [a,b] es un punto singular de r si

dr
o)l =0
3 (o)
e o € [a,b] es un punto reqular de v si
dr
— (2
3 (o) #0

e v es una curva reqular si admite una parametrizacion r tal que cada t € [a,b] es un punto regular
de r, en cuyo caso también decimos que la parametrizacion r es regular.

e 7 es seccionalmente regular o reqular a trozos si admite una parametrizacion regular, salvo un
numero finito de puntos singulares.

Observacion: Sea N =2 o N = 3.

e Sivy es una curva de trayectoria v : [a,b] — RN tal que

dr

E(to)%o

entonces la recta tangente a la curva v en el punto r (tg), es la recta que pasa por r (to), que es

paralela al vector
dr

n (to) -

o Con el fin de garantizar que una curva reqular vy tenga rectas tangentes que varien continuamente
sobre cada punto de su trayectoria asociada 7 : [a,b] — RN | es necesario que

dr
E(t) #0 Vté€a,b

En otras palabras, una curva regular no posee "puntas”(esquinas o cispides).
e Una curva seccionalmente regqular (reqular a trozos) estd formada por un nimero finito de curvas

requlares que se han unido una tras otra por sus extremos (el punto terminal de una es el punto
inicial de la otra).
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e Las definiciones presentadas son las que se usan en estos apuntes y no siempre coinciden con
las definiciones dadas en otros textos. La principal diferencia es acerca del significado de curva
reqular. En algunos textos, y en nuestro lenguaje, ésta se define como una curva que admite una
parametrizacion reqular y suave; mientras que en otros se define como una curva que admite una
parametrizacion simple, reqular y suave. De esta forma, al comparar los resultados aqui expuestos,
se deben tener en cuenta estas diferencias.

Ejemplo 5.14 Muestra que la recta v en R3 que pasa por el punto (xo,y0,20) en la direccion del
vector v = (v1,v2,v3), con v # 0, es una curva simple, suave y no cerrada. ;Bajo qué condiciones la
parametrizacion encontrada es reqular?

Sol: Notemos que la recta v puede ser parametrizada mediante la funcion vectorial

r:R—R3
t— ’I"(t) = (xovy()a ZO) +tv.

= v es simple. En efecto, T es inyectiva, pues

r(t1) =r(t2) = (20,%0,20) + t1v = (20, Y0, 20) + t2v
= 11 =ta.

= v es suave. En efecto, r es C* (]R;]R?’) pues
x(t) =zo+tvy, yt)=yo+tva y 2z(t)=z+tvs
representan funciones afines de una variable real, que son cada una de clase C' en R y
r(t) = z(t)i +y(t)j+ 2()k YVt eR.

= v no es cerrada pues no tiene punto de inicio ni de término. En efecto, r es inyectiva en R, asi
que T (t1) # r (t2) para todo t1,ta € R tales que ty # ta,y

lim »(t) # lm »(t) con tl&rinooﬂr(t)ﬂ = 400.

t——o0 t——+o0

= La parametrizacion v de la recta v es regular, pues

dr(t)
dt

=v#0 VieR

Ejemplo 5.15 Muestre que la circunferencia de radio a y centro en el origen, y recorrida en sentido
antihorario en el plano xy, es simple, suave y cerrada. jBajo qué condiciones la parametrizacion
encontrada es reqular?

Sol: Notemos que la circunferencia v puede ser parametrizada mediante la funcion vectorial

r: [0,27] — R?

t — r(t) = (acost,asent).
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» v es simple. En efecto, v es inyectiva en 0,27 [, pues para ti,ts € [0,27[, uno tiene que

r(t1) = 7 (t2) = costy = coste Asenty = senty
= sentj costy = sentgcost; Asent; = sents
= sen (t; — t2) = 0 Asent; = senty

= t1 = to.

= v es suave. En efecto, r es C* ([0,27?};1&2) pues
z(t) =acost e y(t)=asent
representan funciones de una variable real, que son cada una de clase Ct en [0,27] y
r(t) = (z(t),y(t)) Vte|[0,2n]
m v es cerrada. En efecto,
r(0) = r(27) = (a,0)

= La parametrizacion v de la circunferencia v es reqular pues a > 0 implica que

dr

E(t) = (—asent,acost) #0 Vt e [0,27].

Definicion 5.17 Una cicloide en el plano xy describe la trayectoria que sigue un punto P fijo respecto
a un circulo de radio R y a distancia a de su centro, cuando tal circulo rueda sobre una linea recta.
En particular, la curva de trayectoria

r:R— R’
t — r(t) = (Rt —asent, R — acost)

representa una cicloide normal o simplemente cicloide si R = a, representa una cicloide acortada si
R > a, y representa una cicloide alargada st R < a.

Ejercicio 5.9 Muestra que la cicloide es simple y suave, y que no es cerrada. ;Para qué valores de t
es reqular?

Sol: Consideremos la cicloide v cuya parametrizacion estd dada por la funcidn vectorial

r: R — R?

t — r(t) = (at —asent,a — acost).
1. v es simple. En efecto, T es inyectiva, pues para ti,to € R, uno tiene que

a—acosty =a—acosty = 0 = cost; — costs

t1 + 1o t1 —to
=0=-2
Sen( 2 >Sen< 2 >

=t +to=2kn Vit —to=2kn, ke’
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at; —asent; = aty —asenty = (t; —ta) = sent; — senty

t1+t tp —t
= tl—t2:2cos<1; 2)sen<12 2)

2kt =0 sity —to =2km, k €Z,
= —tlgb = sen (tl_tQ) St —tlgtz =kmn,k € Z,k par,

to—t1 t1—to sttt ;
5 —Sen( ) si 452 = km, k € Z, k impar.

= t1 = to.

Luego, para ti,ts € R se tiene que

r(t)=r(t2) = ti=t

2. 7 es suave. En efecto, v es C! (R;RQ) pues
xz(t) =at —asent e y(t)=a—acost
representan funciones de una variable real, que son cada una de clase C' en R y

r(t) = (z(t),y(t)) VteR

3. v no es cerrada pues no tiene punto de inicio ni de término. En efecto, al ser r inyectiva en todo
R, entonces r (t1) # 7 (t2) para todo ti,ts € R tales que t1 # toy

t—lgl-noox(t) - 7& oo = tlir—noox(t)

4. Veamos ahora para qué valores de t la parametrizacion v de la cicloide v es reqular. Tenemos,

HOZ;(UH =0 (a—acost)’ + (asent)® =0

S a=acost ANasent =0
& cost=1Asent=0
S t=2kw, kel

Por lo tanto, la parametrizacion r de la cicloide es reqular para cada t # 2k, k € Z.

Definiciéon 5.18 Una hélice circular recta en el espacio xyz describe la trayectoria que sigue un punto
que asciende (o descience) a través de la superficie de un cilindro de radio R, con dngulo de elevacion
(o de depresion) constante, y cuya distancia que sube (o baja) el punto al dar una vuelta completa
alrededor del cilindro es h. El valor R usualmente es denominado como el radio de la hélice, mientras
que el valor h usualmente es denominado como la altura de paso de la hélice. En particular, la curva

de trayectoria
r:R—R?

h
t t) = t t, —t
— r(t) <Rcos , Rsen )5 )
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representa una hélice circular recta de radio R, altura de paso h y que pasa por el punto (R,0,0).

ZA

T

Ejemplo 5.16 Considera una hélice circular recta en el espacio xyz de radio R y altura de paso h,
que pasa por el punto (R,0,0). Prueba que esta curva es simple y suave, y que no es cerrada. ;Para
qué valores de t es reqular?

Sol: Denotemos por Hgp, a la hélice circular recta de radio R y altura de paso h, que pasa por (R,0,0)
y cuya trayectoria corresponde al caso particular considerado en la definicion previa.

» Hpy es simple. En efecto, T es inyectiva, pues para ti,ta € R, uno tiene que z(t) = %t, para
t € R, es inyectiva.

» Hpj es suave. En efecto, r es Cct (R;Rz) pues
h
x(t) = Rcost, y(t)=Rsent y z(t)= 2—t VteR
T
representan funciones de una variable real, que son cada una de clase C* en R y
r(t) = (z(t),y(t), 2(t)) VteR.

= v no es cerrada pues no tiene punto de inicio ni de término. En efecto, al ser r inyectiva en todo
R, entonces r (t1) = r (t2) para todo t1,t2 € R tales que t; # tay

lim z(t) = —0c0 # +oo = lim z(t)
t——o0

t——+o0

s Veamos ahora para qué valores de t la parametrizacion v de la hélice circular recta Hpy es
regular. Tenemos,

dr h\?2
— W) =1/R2+ | — 0 VtecR.
[G0] = e (55) >0 e

s

Por lo tanto la hélice circular recta Hgp, es reqular en R.
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5.4.1 Extension de una curva

Dado un conjunto de curvas 1,72, ...,7% tales que el punto terminal de ~; coincide con el punto
inicial ;41,2 =1,...,k — 1 escribimos
k
Y= Z Yi
i=1

para representar a la curva que resulta de la unién por los extremos correspondientes de las v;,¢ =
1,..., k. Claramente ~ extiende a cada una de las curvas ;,7 = 1,..., k y representa la curva obtenida
al recorrer en forma correlativa a las curvas vy1,v2, ..., Vk-

Figura 5.17: Curva formada por la unién de k curvas unidas por sus puntos terminales e iniciales.

Definiciéon 5.19 (Extensién de una curva) Sean a,b,c,d € R con a < by c < d. Sean 7y :
[a,b] = RY wuna C'-parametrizacion de una curva v, simple y regular y sea ro : [c,d] — RN una
Cl-parametrizacion de una curva yo simple y reqular, tales que verifican r1(b) = ro(c). Llamaremos
extension de las curvas v1 y v2 a la curva v, + o cuya trayectoria viene dada por la funcion vectorial
r1+ 7o :fa,b+ (d—c)] = RY definida por

r1(t) sit € [a,b

ts (r1 1) (1) = {m(t—(b—C)) sit € [b,b+ (d—c)

Ejemplo 5.17 Considera las curvas y1 y v2 de trayectorias dadas por

r:[-1,1] = R* y ry:[-1,1] —» R?

to(t) = (—t, 1 t2> to () = (t, Vi- t2)
respectivamente. Determina una formula para la extension v = vy1 + v2, de y1 ¥ Yo.

Sol: Notemos que y1 y 2 representan dos semicircunferencias tales que el punto terminal de la primera
es el punto inicial de la sequnda. Asi, y1 + 2 resulta ser la circunferencia de trayectoria

r:[-1,3] — R?

V1 —t2) site[~1,1]

t—>7“1(t): t—2 — 1—(t—2)2) sit€[1,3]-
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i Y=7+72

Y1

8Y

2

Figura 5.18: Circunferencia « obtenida al unir por el extremo comun las curvas v; y 2 que poseen
forma de semicircunferencia.

5.4.2 Preservacion de la orientacion de una curva

Definicién 5.20 (Reparametrizaciéon) Sea N = 2 o N = 3, sea 71 : [a,b] — RY una parametri-
zacion de una curva vy simple y regular, y sea ¢ : [c,d] — [a,b] una funcién biyectiva de clase C*.
Llamamos reparametrizacion de r1 a la funcion compuesta o =110 ¢ : [c,d] — RN. Si ¢ es estricta-
mente creciente (¢’ > 0), entonces decimos que la reparametrizacion preserva la orientacion; en cambio

si p es estrictamente decreciente (¢’ < 0), decimos que la reparametrizacion invierte la orientacion.

Ejemplo 5.18 Sean v1,7v2 y 3 las curvas cuyas respectivas trayectorias estdn dadas por

1 [~1,0] - R? Ty [0, g} R
t—ri(t) = (—t, 1-— t2) , 0 — ro(6) = (cos B, sen h)
Y
r3: [0,1] — R?
0 — ry(t) = (t, \/ﬁ> .
Escribe:

i) To como una reparametrizacion de r1. jPreserva la orientacion?
i1) T3 como una reparametrizacion de r1. ;Preserva la orientacion?

Sol: i) ry = 71 0 ¢, donde p(§) = —cosf € C* ([0, g]), que es creciente y biyectiva en [0, g] ; pues
(¢’ (0) =senf >0 en [0, g]) Por lo tanto, ro es una reparametrizacion de r1 que preserva orientacion.

ii) r3 = 11 0 @, donde ¢(t) = —t € C([0,1]), que es decreciente y biyectiva, pues ©'(t) = —1 < 0.
Por lo tanto, 7'_3> es una reparametrizacion de r1 que invierte la orientacion.

Observacién: Sea N =2 o N = 3. Sir : [a,b] — RY es una parametrizacion de la curva v, y la
funcion
¢ :[=b,—a] — [a, D]
t— p(t) = —t
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es biyectiva, decreciente y de clase C', entonces
ry 1 [=b, —a] = RY
t = 1i(t) = (rop)(t) =r(-t)

es una parametrizacion de vy que invierte la orientacion.

Definiciéon 5.21 (Curvas paramétricamente equivalentes) Sea N =2 o N = 3, y sean vy1 y 72
dos curvas simples y regulares de trayectorias r1 : [a,b] — RN y ry : [c,d] — RY respectivamente.
Decimos que r1 y ro son paramétricamente equivalentes si ro9 es una reparametrizacion de T que
preserva la orientacion; y decimos que Yo €s la negativa de 1 si To es una reparametrizacion de r1 que
invierte la orientacion, en este caso escribimos o = 7y .

Observacion:

= v es seccionalmente reqular si admite una parametrizacion seccionalmente regular.

» Una parametrizacion suave de una curva v es una C'-parametrizacion de 7.

Un resultado interesante que podemos destacar aqui es el siguiente:

Teorema 5.8 Sea v una curva simple, reqular y suave. Entonces todas las parametrizaciones simples,
regulares y suaves de vy son equivalentes.

Observacion: Si~ es una curva seccionalmente simple, reqular y suave, entonces todas las parametri-
zaciones simples, requlares y suaves de vy resultan equivalentes seccionalmente. En efecto, basta aplicar
el teorema a cada seccion simple, reqular y suave de vy que posea una C'-parametrizacion.

5.5 Longitud de arco.

Hasta el momento hemos visto que dadas dos curvas cuyas parametrizaciones coinciden en el punto
terminal de una e inicial de la otra, es posible definir una nueva curva que las extiende. También hemos
definido lo que entendemos por curvas que preservan la orientacién y por curvas paramétricamente
equivalentes.

5.5.1 Longitud de arco

Sea 7 : [a,b] = RY con N =20 N =3, una C! - parametrizacion de una curva ~y seccionalmente
simple, regular y suave. Consideremos la particion P de [a, b] dada por P = {a = tg, t1,t2,...,t, = b}
(recordemos que esto implica que a =ty <t <tg <...<t, =b), y pongamos

Ati:ti_tifbi:l’Qa"'?n
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y sea
1P|l = lrg%xn (ti —ti-1)
Si P, es la poligonal que se obtiene al unir los puntos 7 (¢;) con 7 (t;+1) ,i = 0,1,...,n— 1, entonces

mientras mas pequeno es ||P||, mejor aproximamos la longitud de la curva 7 mediante la longitud de
la poligonal P,

=1
n
r(t;) —r(ti—1)
= ti—ti
.2_: tz — ti—l ( 7 7 1)
=1
n
_ Z T (tl) e (tl—l) ‘ At
— ti —ti—1 "

Luego, considerando ||P|| — 0 cuando n — oo, obtenemos que la longitud de la curva v esta dada por

b
(P o f) = /

o o

ZA

a=tyg t1 to i3

Sy

Figura 5.19: Aproximaciéon del arco de una curva en R? mediante una poligonal.

Definicién 5.22 (Longitud de arco de una curva) Sea N =2 o N = 3 y sea r : [a,b] — RV
una Cl-parametrizacion de una curva v seccionalmente simple, suave y reqular. Entonces la longitud
de arco £(y) de la curva 7y esta dada por la formula

(") :/ab

Sea N =2 o N = 3. La definicién de longitud de arco de una curva es correcta pues ella no depende

Cz;(t)H dt.

de la C'-parametrizacion seccionalmente simple y regular escogida. En efecto, sean 71 : [a,b] — RY y
ry : [e,d] — RY, dos C'-parametrizaciones de una curva 7 seccionalmente simple y regular, entonces
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por el Teorema 5.8 71 y 72 son paramétricamente equivalentes. Luego, existe ¢ : [¢,d] — [a,b], una

C'-biyeccién creciente, tal que: 79 = 71 0 .

d dT’Q d
—(t)||dt =
[l

o0 )]

= [ e oot
- /Cd fl’;(so@))H\so’wdt o) =a (d)=b
:/ab OZ;({)Hdé

£=p(t) = dE =/ (t)dt
¢'(t) = |¢'(t)| pues ¢’ >0

Ejemplo 5.19 Calcula la longitud de arco de la curva vy de trayectoria r(t) = (t, 2t2, 3t — 4), 0<t<1.

Sol: Tenemos,

d
%(t) = (1,4,3) = H(;(t)H = /1612 + 10

5
=42+ 2
T3

Ast que conviene realizar una sustitucion trigonométrica. Ponemos,

t
tanf = —
5

8

dt = \/gsec2 0do
8
\/ 2+ g = \/gsecﬁ
Como,

4/\/t2+2 dt:4/25e039d9

y obtenemos

= g <sec Otand — / sec  tan? 0d9>
u = sect
5 du = sec 0 tan 0d0
=5 (secﬁtanﬁ — /8603 0do + /sec 6d9) , dv = sec? 0d6

v=tand

tan?6 = sec26 — 1
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1
/ sec® 0df = 3 <Sec 0 tan 6 + / sec 9d9>

1
= i(secetant? + In|secf + tan6)|).

se sigue que

Retornando a la variable t, se sigue que

5
[ 5 5 \/t“rg ¢ \/
4 24+ dt="
Jfrega= i f
8 8
Por lo tanto,
1 242 \/ﬁ?ﬂ
5 5 \/78 t 8
=4 2+ dt="Xr—". " 4|
=i [ yfeeg =] N f” :
8 8 8 0

5<\/%'2+1n )

A
Ejercicio 5.10 Calcula la longitud de arco de la espiral de la hélice H, ), determinada por la trayectoria
r(t) = (acost,asent, 2£) ,t € [0,27].

V10

5.6 Integral de linea de un campo escalar

Definicién 5.23 (Integral de linea de un campo escalar) Sea N = 2 o N = 3, sea 2 un
conjunto abierto en RN, sea v una curva simple, reqular y suave en €2, sea v : [a,b] — RN una C'-
parametrizacion simple y regular de v, y sea f : Q — R una funcion continua. Entonces, se define la
integral de linea de f sobre ~v como

[ro Lo

Observacion: La integral de linea no depende de la C*-parametrizacion simple y reqular escogida. En

G0 e

efecto, sean r; : [a;, b;] — RY i = 1,2, dos C'-parametrizaciones simples y requlares de . Entonces 1
es equivalente a ro; es decir

o : [ag, ba] — [a1,b1] C*-biyeccion creciente, tal que 19 =110
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Asi,
bg r b2 1 0
[ )| S o]a= [ reeon |1 o] a

bo r

— [ F o)) ‘L;«o(t))so'(t)Hdt
ba r

— [ F o) dd;«ou»' o (0t
b1 dr1

) ] dg&)H ac.

Observacion: La definicion 3.4.1 se puede extender a curvas v seccionalmente regulares, que es

cuando existen curvas vy; simples, requlares y suaves, parat = 1,2,... k, tales que vy = y14+v2+. . . +Vk.
En este caso, obtenemos
k
/f ds = Z/ f ds
v i=1 Y7

Observacion: Sea Q un conjunto abierto en RN, sea v una curva simple, reqular y suave en Q, sea
r:[a,b] — RY wuna C*-parametrizacion simple y reqular de v, con punto inicial en A = r(a) y punto
terminal en B = r(b) y sea f : Q — R una funcion continua.

1. Una notacion alternativa para indicar que queremos calcular la integral de linea de f sobre v es:

[ydeZ/Ades

2. Si A=r(a) = B =r(b), entonces la curva es cerrada y ponemos

%fds envezde/fds.
gl gl

Ejemplo 5.20 Sea v la curva en R? de ecuacion x + y*> — Az = 0, recorrida en sentido antihorario.

Calcula
7{ Va2 +y? ds
Y

A\ ° A\?
P+ =0 < (m—2> +y2=<2>.

Luego, podemos usar la parametrizacion

Sol: Notemos que

r(t) = (;\ cost + %, % sent) vt € [0, 27]

Se sigue que

dr A A
a(t) = <—2 sent, 2cost) vt € [0, 2]
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|

Asi, desde la ecuacion x? + y? = Az, obtenemos que f(x,y) = \/22 + y? equivale a

dr

dt 2

(t)H ~ 2 wie0,2n]

A

f(r(t) = \/)\ <;\ cost + 2) vt € [0, 27].
fmds_V/O

2 /cost + 1
2
)\2 27
T (
)\2
— cos
s (e
A2 t
> 2sen (2>

Entonces,

‘dt

d

~

t
2
t
2

_ /7r 7 cos (;? dt)

VR

= 92)\%.

Ejemplo 5.21 Sea A > 0 y sea v la curva en R? de ecuaciones paramétricas x = M\t,y = %to z= %t‘?

/(%372) 2y
—Zds
(0,0,0) A

A2 )\t3>

para t > 0. Determina el valor de

Sol: Ponemos
Yt >0

EREY

r(t) = ()\t,

Luego, r(0) = (0,0,0),r(1) = ()‘v %7 %)

) = (A AL M?) Ve [0,1]

d
H(;(t)H = AWI1+2+t Velo1]

Por otro lado, si ponemos f(x,y,z) = 277/ entonces

flr@t) =vVe2=t Vte|o,1].
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Por lo tanto,

AA
23

,/ Yds = A /t\/1+t2+t4dt

= 1 \/u2+ du  donde u = t* + y du = 2t dt
2 .
_ 2 uy/u2+§+§ln u+ uz+§ 2
4 4 4 4
2

5.6.1 Integral de linea de un campo vectorial

000

1
u=3

Definicién 5.24 (Integral de linea de un campo vectorial) Sea N = 2 o N = 3, sea Q un
conjunto abierto en RY, sea v una curva simple, reqular y suave en Q, sea v : [a,b] — RN, una C'-
parametrizacion simple y reqular de v y sea F : Q — RN un campo vectorial continuo. Entonces se
define la integral de linea de F' sobre v como

b dr
F.-dr = F(r - ——(t)dt.
/ | P G

Observacion:

1. Se puede probar que la integral de linea de un campo vectorial sobre una curva no depende de
la parametrizacion simple, reqular y suave escogida de la curva. Sin embargo, si depende de la
orientacion de tal curva.

2. La definicion 5.24 se puede extender a curvas 7y seccionalmente requlares, que es cuando existen
vi, para t = 1,2,... k, curvas simples, requlares y suaves tales que v = v1 +v2 + ...+ Y&. Fn
este caso, obtenemos

k
/F~dr:Z F -dr;
Y i=1"77

donde las parametrizaciones r; de las respectivas curvas ~y; Son suaves.

Notaciéon: Sea 2 un conjunto abierto en RV, sea 4 una curva simple, regular y suave en 2, sea
r : [a,b] — RY una C'-parametrizacion simple y regular de +y, con punto inicial en A = r(a) y punto
terminal en B = r(b) y sea f : 2 — R una funcién continua. Notaciones alternativas para indicar que
queremos calcular la integral de linea de F sobre « son:

N

B
/F~dr:/ F -dr o bien /F~dr=§ /FldazZ
¥ A v ; v

=1
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En particular,

1. Si F:Q CR?— R? es tal que F(z,y) = (P(z,y),Q(z,y)), se usa

/F-dr—/de—i—Qdy
g gl

2. Si F:QCR?— R3es tal que F(z,y) = (P(x,9,2),Q(z,y, 2), R(z,y, 2)), se usa

/F-dr:/Pdm+Qdy+Rdz
g ¢!

3. Si A =17r(a) = B =r(b), entonces la curva es cerrada y ponemos

%F-dr en vez de /F'dr
7y y

Ejemplo 5.22 Sea v la curva de trayectoria r(t) = (C083 t, sen3 t,t) ,t € [0, 77”] Evalia la integral de
linea

1 1
/Senz dz + z3 dy — (zy)3 dz
.
Sol: Notemos que, F(x,y,z) = (sen z,x%, —(ajy)%>, de donde

F(r(t)) = (sent,cost,—costsent)

Ademds,

— ()= (-3 cos’tsent, 3sen’ t cost, 1).

Luego,

&

1 1 2 dr
/senz dz+ 23 dy — (zy)3 dz = / F(r(t))- E(t)dt
o 0

7

vl
= / (sent,cost, —costsent) - (—3 cos® tsent, 3sen®t cost, 1) dt
0

s

2
/ (—3 cos? tsen®t + 3sen® t cos® t — costsen t) dt
0

T
2
:—/ costsent dt
0

1 ks
= — ( sen? t)
2

1

2

5"

0
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Ejercicio 5.11

1. Calcula la integral de linea

/F-dr
¥

si F(z,y,2) = 2%+ 4%+ (xz — )k y v es la curva de trayectoria r(t) = 21+ 2t) + 462k que une
el punto (0,0,0) con el punto (1,2,4).

2. Calcula la integral de linea
/a:y2 dz + 2%y dy
.

siy es el arco parabdlico x = y? desde el punto (0,0) hasta el punto (—1,1), usando
a) x como pardmetro,

s _ 3
b) la parametrizacion r(t) = (v2cost,cos(2t) +1),t € [3, 3],

3. Calcula la integral

1
————(dzr+dy
7{\x|+|yr( )

donde vy es el contorno del cuadrado de vértices A = (1,0), B = (0,1),C = (—1,0)y D = (0,—1)
recorrido en sentido antihorario.

4. Calcula la integral de linea del campo vectorial F(x,y,z) = (y2 — 22,22 — 22, 2% — y2) sobre la

curva y que es el contorno del trozo de la esfera x> +y*+ 22> = 1,2 > 0,4 > 0 y z > 0, recorrido
de modo que la cara exterior del trozo de la esfera queda a la izquierda.

5. Evalia

/($2+y)dx+(y2+z)dy+(22—|—x)dz
.

sobre la curva cerrada v que resulta de la union entre la curvas v1 : v+ 2 = 1,0 <z < 1,
y=0v:z2+y=10<y<1l,z=0yy3:y°+22=1,94>0,2> 0,z = 0; recorrida de modo
tal que la parte exterior de la superficie continua y acotada por esta curva queda o la izquierda
de un observador sobre el plano xy que estd a gran distancia del origen.

5.6.2 Aplicaciones: Masa, centro de masa, momentos y trabajo

Definiciéon 5.25 (Masa) Sea N = 2 o N = 3, sea Q un conjunto abierto en RN, sea v una curva
simple, regular y suave en Q, sea r : [a,b] — RN una C'-parametrizacion simple y reqular de v, y sea
0 : Q — R una funcion continua. Siy representa un alambre, cuerda o varilla ( si N = 2) o resorte (si
N =3 ), yd la densidad de masa lineal sobre 7y, entonces la masa total del alambre, cuerda o varilla
(si N =2 ) o resorte (si N =3 ), estd dada por

M:Aéds:lba(r(t))‘

dr
—(t)|| dt
i)
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Momentos estaticos en R3

El primer momento de masa con respecto a un plano de una particula en el espacio cuya masa
es m[kg], corresponde al producto entre la masa m de la particula y su respectiva distancia r - que
considera el signo - a tal plano. De esta forma, es razonable pensar que si tenemos n particulas, entonces
el primer momento de masa total debe ser la suma de los primeros momentos de masa de cada una de
las particulas. Luego, el primer momento total debe ser

n
Mplano = E Ty
=1

A partir de este hecho y teniendo en cuenta que la distancia de un punto (z,y,z) € R3 al plano

x = 0, o bien plano yz, considerando el signo es sgn(x)va? = sgn(x)|z| = x, podemos establecer

que el primer momento respecto al plano yz de un trozo de alambre, cuerda o resorte en el espacio,
representado por una curva simple, regular y suave 7, que posee una densidad de masa lineal igual a
d(z,y, z), estd dado por

M,. :/mé(az,y, z)ds
v

Similarmente, podemos establecer que el primer momento respecto al plano y = 0, o bien plano zz
es

szZ/yCS(SC,yaZ)dS
ol

y que el primer momento respecto al plano z = 0, o bien plano zy es
Mgy = /zé(m, y,z)ds
¥

Centro de masa en R3

La situacién es anéloga al caso N = 2, de manera que el centro de masa de un alambre, cuerda o
resorte delgado 7 en el espacio, que posee una densidad de masa lineal igual a §(z,y, 2), es el punto
(z,7,2) € R3 de coordenadas

. Myz sz Ma:y
(xayaz)_<M7 M7 M)

Ejemplo 5.23 Un alambre enrollado en forma de hélice circular recta (o alambre helicoidal) posee una
densidad de masa lineal igual a §(x,y,2) = 2° + 3> + 22 medida en [%] St la hélice tiene radio 1 y
altura de paso 2w, scudl es la masa total del trozo de alambre que da una vuelta completa?

Sol: La parametrizacion de la hélice de radio 1 y altura de paso 27 estd dada por r : R — R3, donde
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t+— r(t) = (cost,sent,t) VteR

Luego, para calcular la masa total del trozo de alambre que da una vuelta completa, consideramos

t € [0,27]. Obtenemos,
M = /5ds
g

2w

= [ strion]

0

(Z;(t)Hdt

2
= / (cos®t + sen®t + ¢2) ||(—sent, cost, 1)||d¢
0

:/%x/i(1+t2)dt
0

:f2<t+t3> K

3
)

0

Luego, la masa total solicitada es 2‘?” (3 + 4772) [

z).

Ejemplo 5.24 Un alambre helicoidal (o resorte) posee una densidad de masa lineal igual a 6(x,y,z) =

z? + 1y + 22 medida en [%} St la hélice tiene radio 1 y altura de paso 2w, ;cudl es el centro de masa
del trozo de alambre que da una vuelta completa?

Sol: La parametrizacion de la hélice de radio 1 y altura de paso 27 estd dada por r : R — R3, donde
t — r(t) = (cost,sent,t) VteR.

Luego, para calcular el centro de masa del trozo de alambre que da una vuelta completa, consideramos
t € [0,27]. Notemos que la masa total M ya fue obtenida en el Ejemplo 3.5.1.

1. Calculamos T :

_ 1
= M[/:L‘éds
3 o dr
= t)o(r(t)) ||—(t)|| dt
ool MO |5
3 2m
= cost (coszt+sen2t+t2) |[(—sent,cost,1)|dt
21/27 (3 + 472) /0
3\/5 2w 9
:2\/§W(3+4W2)/0 cost (14t%)dt

3 27 21
= t dt t? cost dt).
o (3—1—4712)(/0 cos —i—/o cost dt)
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Ahora, integramos I por partes,

42 dv = cost dt 2
u v = cos ==t sent|§7r — 2/ tsent dt
du =2t dt v=-sent 0

y nuevamente integrando por partes,

u=t dv = sent dt

21
:Ithcost%/ cost dt = 4.
du=dt v = —cost } o 0

Luego,
. 6
© (3+4n?)
2. Ahora calculamos .
1
y=— od
V=17 /7 ydds
3 2w 2w )
= — sent dt+/ t“sent dt).
27 (3 4 472?) (/0 0 )
7v:ost|(2)7r I
Integrando I por partes, se obtiene
=12 dv = sent dt r 2m
b v e :>I:—t2005t{§ —I—Z/ tcost dt
du =2t dt v= —cost NI 0
—471'2

y nuevamente integrando por partes,

=t dv = cost dt 2m

Y ~ NU cos :>I:—47T2—|—tsent]3”—/ sent dt

du=dt v =sent 0
Luego,

—6m

N
Il

(3 +4n2)

118
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3. Finalmente calculamos z

1
z:M/z5ds
27 9
1 t de
3+47r /0 +

2 4
T 27 (3 +4n2) 3+47r (2 )

3w (1 + 27r
3+ 47r2) '
Por lo tanto, el centro de masa es
(Z,9,2) = i@ —2m,m (14 27%)).
9 ) 3 +4ﬂ'2 ) b

Definicién 5.26 (Trabajo) Sea N =2 o N = 3, sea 2 un conjunto abierto en RN sea v una curva
simple, reqular y suave en Q, sea r : [a,b] — RY una C'-parametrizacion simple y reqular de v y sea
F:Q — RN un campo vectorial continuo. Si ~y representa un alambre, cuerda o varilla (si N =2 ) o
resorte (si N =3 ), y F representa un campo de fuerzas continuo sobre v, entonces el trabajo realizado
por F sobre el alambre, cuerda o varilla (si N = 2) o resorte (si N = 3) estd dado por

b dr
W:/WF-dr:/a F(r(t))-a(t)dt

Ejemplo 5.25 Calcula el trabajo del campo F : R?> — R% F(x,y) = (33:+4y,2x—|—3y2) sobre la
circunferencia vy de ecuacion 2+ y? = 1 recorrida una vez en sentido antihorario respecto de la parte
positiva del eje x.

Sol: Para la circunferencia v de ecuacion x> 4+ y*> = 1 recorrida una vez en sentido antihorario consi-
deramos la parametrizacion simple, reqular y suave r : [0,27] — R? definida por

t— r(t) = (cost,sent)

Luego,
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W:?{F-dr
¥

2 r
- [ Few)-©

T )dt
0 at

2
= / (3 cost + 4sent,2cost 4 3sen? t) - (—sent,cost)dt
0

27
—/ (—3costsent—4sen2t—|—2coth+3sen2tcost)dt
0

3cos?2 m

— (—t+sen3t+ —|—3costsent)

0
=-27. O

Ejemplo 5.26 Considera el campo de fuerzas F : R3 — R3 dado por F(z,y,z) = (z, —y, 2) y la curva
v de trayectoria r(t) = (2cost,2sent,0),t € [0,27]. Calcula el trabajo de F' sobre .

Sol: El trabajo es
W = jl{ F -dr
¥
2m

= [ RS

—(t)dt
0 '

2
/ (2cost,—2sent,0) - (—2sent,2cost,0)dt
0

0

Ejemplo 5.27 Considera el campo de fuerzas F : R® — R3 dado por F(z,y,2) = (z, —y, —z) y sean
Y1 Y Y2 las curvas de trayectorias r1(t) = (cost,sent,t),t € [0,2xn], y ro(t) = (1,0,t), t € [0,27],
respectivamente. Calcula el trabajo Wy de F' sobre v1 y el trabajo Wo de F' sobre 5.

Sol: Tenemos,

W1 = F. d’l‘l
1
27
d’l‘1
= F(ri(t))- H(f)dt
2

(cost,—sent,—t) - (—sent,cost,1)dt
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WQ :/ F'd’l’g
Y2
2

dr
= | Fa) g

2
:/ (1,0,—t) - (0,0,1)dt
0

2
——/ tdi
0

= —2n2.0

(t)dt

Observacion:

1. En el Ejemplo 5.25 y en el Ejemplo 5.26 hemos calculado el trabajo sobre curvas cerradas. En el
Ejemplo 5.25 el trabajo fue distinto de cero, mientras que en el Ejemplo 5.26 el trabajo fue cero.
Entonces, surge la siguiente prequnta

Si la curva es cerrada ;Bajo qué condiciones podemos asegurar que el trabajo es igual a 07
2. En el Ejemplo 5.27 hemos calculado el trabajo sobre curvas cerradas diferentes que tienen los

mismos puntos inicial y terminal, obteniendo que el trabajo es el mismo. Entonces, surge la

siguitente prequnta

Si las curvas 1 y yo tienen el mismo punto inicial y también el mismo punto terminal ;Bajo qué
condiciones podemos asequrar que la integral de trabajo sobre 1 es igual a la integral de trabajo
sobre 2?7

Més adelante daremos condiciones precisas sobre el campo vectorial y su dominio que permitiran

responder apropiadamente a nuestras interrogantes.

5.6.3 Campos conservativos e independencia de la trayectoria

Funcién potencial. Campos conservativos

Definicién 5.27 Sea Q un conjunto abierto en RN. Decimos que un campo vectorial continuo F' :
Q — RN es un campo vectorial gradiente o campo conservativo si existe un campo escalar f : @ — R
de clase C! tal que F =V f en Q. El campo escalar f recibe el nombre de funcion potencial de F.

Ejemplo 5.28 Prueba que el campo vectorial F : R? — R? definido por F(x,y) = (x + 92, sz) es un
campo conservativo determinando explicitamente su funcion potencial.

Sol: Deseamos construir un campo escalar f : R> — R de clase C' tal que
Observemos ahora que

of _ 2 of _
%(w,y) =z+y" y ay(ﬂc,y) =2y
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0 x?
o) =2t = foy) = 5 +ar +on(y)
Y
of

@(w,y) =21y = f(z,y) =2y’ + p2(2)

para ciertas funciones o; € CY(R). Finalmente, considerando
72
flwy) =7 +ay’ ¥(y) R

obtenemos que F =N f, y por lo tanto F es conservativo y f es su funcion potencial.

Ejemplo 5.29 ;Es F(z,y,z) = (1 ——+Z —+ _wy) un campo conservativo sobre su dominio?

2' 7 2

Sol: Notemos que Dom(F') = {(:U,y, 2)ERB:y#£0N2# 0}. Deseamos construir un campo escalar
f:Dom(F) — R de clase C! tal que

of . L .y 9f
%(Ly,z)—l y+27

Observemos ahora que

0 1
8£(m,y,z)=1—y+z=>f(x,y,z):$—§+af/+cp1(y,z),
M gy =2+ 2ty =2 =24 o, )
—(r,9,2) =—+ = Y, 2) = — — — x,z

8y 'Y, 2 yg > Y 5 y @2\,

of _ _ Ty
&(x,y,z)— 22 :>f(.fl?,y72’)— P +<)03(‘T7y)

para ciertas funciones ¢; € C* (D), donde Dy = {(y,2) €ER* 1y 0Nz #0}, Do = {(z,2) € R? : 2 £ 0}
y D3 = {(z,y) € R* : y # 0}. Finalmente, considerando

f(x,yjz):x—g—{—% Y(z,y,2) €ER® tal que y #0 y 2z #0

obtenemos que F =V f es conservativo en su dominio.

5.7 Conjuntos conexos

Definicién 5.28 Sea Q un conjunto en RY. Decimos que Q es disconexo si existen conjuntos A y B
en RN tales que
A+@, B#@, AUB=Q, y ANB=ANB=0

Si Q) no es disconexo, decimos que §) es conero.

Definicién 5.29 Sea Q un conjunto en RY. Decimos que Q es arco-conexo si para cada par de puntos
A, B € Q) existe una funcion continua 7 : [a,b] — Q tal que

r(a)=A y r(b) =B
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Teorema 5.9 (Caracterizacién de los conjuntos abiertos conexos en RY) Sea Q un conjunto abierto
en RN . Entonces, Q es conexo si y solo si Q) es arco-conezo.

Q

» Conexo Disconexo

v C
v Q

Figura 5.20: Conjuntos conexos y disconexos (no conexos) en RV,

5.7.1 Conjuntos convexos

Definicién 5.30 Sea Q un conjunto en RN . Decimos que Q es convezo si dados dos puntos cualesquiera
de Q, el segmento de recta que los une queda totalmente contenido en Q); es decir, si

(V,y € Q)( la combinacion convera ((1 — N)x + \y) € Q)(VA € [0,1]).

El siguiente resultado es evidente.

Proposicién 5.7.1 Todo conjunto convezo en RY es conero en RV,

Q Q 3 Q Q )

sNo convexo > Convexo

seg[Py, o] ¢ Q seg[Py, P2] C Q

Figura 5.21: Conjuntos convexos y no convexos en RY. Es claro que si € es convexo entonces también
es conexo. Sin embargo, el reciproco no es siempre cierto.
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5.7.2 Conjuntos simplemente conexos y miltiplemente conexos en
RQ

Definicién 5.31 Sea Q un conjunto abierto y conexo en R%. Decimos que Q) es simplemente conexo
st para cada curva vy simple, cerrada y reqular en €, la region acotada encerrada por la curva v queda
totalmente contenida en ). En caso contrario, decimos que ) es miltiplemente conezo.

El siguiente resultado permite ilustrar la definicién previa.

Proposicién 5.7.2 Todo conjunto convezo en R? es simplemente conexo en R2.

Simplemente >Ml’ll‘ciplemen’ce
conexo conexo

Figura 5.22: Conjuntos simplemente conexos y miltiplemente conexos en R%. Un conjunto multiple-
mente conexo en R? posee agujeros (los cuales también pueden ser solo un punto o una linea).

5.7.3 El rotor y sus propiedades

Definicién 5.32 Sea Q un conjunto abierto en R? y sea F : Q — R3 un campo vectorial en €.

» $i F = (F,Fy, F3) y para © = (11,%2,73) € Q existen gf’(a:) para cada i,5 = 1,2,3,i # 7,

J
entonces llamamos rotor de F' en x al vector

ot F(z) = (2 () - 02 (g 001y 0T OF2 () OFL
851:2 61'3 ’ 61’3 81;1 ’ 8:31 61'2 .

» Si para cada x € ) existe rot F(x), entonces llamamos rotor de F' en Q al campo vectorial
rot F : Q — R3 definido por

OF;, | 0F, . OF . OF;,  OF, . OF (:@)

F = —_— _
= 1ot (33) <(95L'2 r 65133 (:U ’ 63:3 * 81‘1 (x ’ (91'1 r 3332

Definicion 5.33 Sea Q un conjunto abierto en R3, sea

6= {F :Q = R3: F es un campo vectorial en Q : Irot F' en Q}
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Y Sea
5= {F :Q = R3: F es un campo vectorial en Q}

Se define el operador rotor en &, como el operador diferencial rot : & — § definido por
OF3 OFy)\ . OF, OF3)\ . 0Fy, OF\ -
F—rotF=——-—= _— - — —— ]k
ro <8:L‘2 3%3) ot (8953 al‘l J + 81‘1 8m2

Observacién: (Notacién) Sea  un abierto en R® y sea F : Q — R3 un campo vectorial tal que F =

(P,Q, R) y existen %—5, %—5, %—?, %—8, %—I;, %—I; en Q. Entonces, podemos poner

rot F=V x F
g 0 0
(L. 2 2)x(p
(8%"82/’62) X( ’Q’R)
P9k
_ | 90 9 0
| 0r Oy 0z
P Q R

_(9R 0@\, (0P oR\. (00 0P\,
~\dy 0z ! 9.  ox)’ ox Oy )

y el rotor de F' en (z,y,z) € Q, como

rot F(z,y,z) =V x F(x,y, 2)

OR 90 oP OR oP

_ e
— (G - G, G ) = G Gl - 5 ).

Definicién 5.34 Sea Q un conjunto abierto en R? y sea F : Q — R3 un campo vectorial en Q tal que
existe rot F'. Si

rot FF = (0,0,0) en Q

entonces decimos que F' es irrotacional sobre ).

Teorema 5.10 (Propiedades del rotor de un campo escalar) Sea 2 un conjunto abierto en RY, sean
F:Q—>RyG:Q — R dos campos vectoriales que admiten rotor en ), sean o y B dos nimeros
reales y sea f: 0 — R3 un campo escalar que admite gradiente en Q2. Entonces se verifica que,

i) rot(aF + BG) = arot F + frot G
it) rot(fF) = frot F+ Vf x F

iii) Si V[ admite rotor en Q, entonces rot(V f) = (0,0,0) en Q.

Interpretacion del rotor

Observacion: Si un campo F representa el flujo de ciertas particulas de un fluido, entonces el hecho
que rot(F) = 0 fisicamente significa que las particulas del fluido no rotan (son irrotacionales), es decir,
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el fluido puede sufrir traslaciones y distorsiones, pero no posee remolinos. Informalmente, esto significa
que st colocamos en el fluido una pequena rueda con aspas, ésta se moverd en el fluido pero no girard
alrededor de su eje.

Ejemplo 5.30 El campo de velocidades

_yi—x)

F(x,y,z)—m

es rrotacional. Una pequena rueda con aspas moviéndose en el fluido no girard alrededor de su eje w

Figura 5.23: Una pequena rueda con aspas moviéndose en el fluido no girara alrededor de su eje w.

Ejemplo 5.31 El campo de velocidades
F(z,y,z) =yi—1j

es rotacional. Una pequena rueda con aspas moviéndose en el fluido girard alrededor de su eje w.

5.7.4 Integral de linea de un campo vectorial independiente de la
trayectoria

Definicién 5.35 Sea N = 2 o N = 3, sea Q un conjunto abierto en RN y sea F : Q — RN un
campo vectorial continuo. Decimos que la integral de linea del campo vectorial F' es independiente de la
trayectoria en ) si para cualquier par de curvas 1 y vo seccionalmente simples y regulares contenidas
en 0, cuyos puntos extremos son comunes, se verifica que

F'd’l’lz/ F‘d’l‘g,
71 Y2

donde r1 y ro son parametrizaciones seccionalmente simples, requlares y suaves de y1 y 2 respectiva-
mente.

El teorema a continuaciéon generaliza al Teorema Fundamental del Céalculo, y es muy tutil para el
calculo de integrales de linea de campos vectoriales que son gradientes de campos escalares; en cuyo
caso, la integral del campo vectorial gradiente depende solamente de los valores extremos de la curva
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evaluados en el respectivo campo escalar, obteniéndose un criterio para averiguar cuando una integral
de trabajo es independiente de la trayectoria.

Teorema 5.11 Sea N =2 o N = 3, sea Q un conjunto abierto, conexo y no vacio en RN, y sea f :
Q — R una funcion de clase C* en Q. Si v es una curva simple, regular y suave en Q y r : [a,b] — RY
es una parametrizacion simple, reqular y suave de vy, entonces

/ Vf - dr = f(r(b)) — £(r(a)).
Y

Dem: Sea v una curva seccionalmente reqular y suave en 0 parametrizada por la funcidn seccional-
mente reqular y suave 7 : [a,b] — R3. Teniendo en cuenta el Teorema Fundamental del Cdlculo y el
hecho que f es de clase C en €, obtenemos

b dr
Vf-dr= Vir(t) —(t)dt
. dt

b d
- [ gt
= (1) — F(r(a).

El teorema previo prueba que la integral de linea de un campo gradiente continuo es independiente
de la trayectoria en €2, si ) es conexo, y, en particular, el valor de esta integral es cero si integramos
sobre una curva cerrada contenida en ). De esta manera, no nos interesa conocer con precision cual es
la curva 7 (ni alguna parametrizacion r de 7 ), puesto que solo nos basta con saber cuél es el punto
inicial y el punto terminal de la curva, a la cual le exigimos que sea seccionalmente regular y suave
(para efectos de integrabilidad).

Criterio para determinar independencia de la trayectoria

Teorema 5.12 Sea N = 2 o N = 3, sea § un conjunto abierto, conexo y no vacio en RN, y sea
F :Q— RN un campo vectorial continuo. Entonces, las siquientes tres propiedades son equivalentes:

i) Eziste una funcion potencial f: Q — R de F. Es decir, F es conservativo.

ii) Para cada curva vy cerrada seccionalmente simple, reqular y suave en € se verifica que

/F-dr:()
.

i11) Para cualquier par de curvas v1 y 2 seccionalmente simples, requlares y suaves en §) tales que
poseen extremos comunes, se verifica que

F-d’l"lz/ F-d’r‘g
7 Y2

donde r1yra son parametrizaciones seccionalmente simples, requlares y suaves de ~y1y~vya respecti-
vamente.
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Dem:

i) = ii) Sea v una curva cerrada, simple, reqular y suave contenida en ) y asumamos que existe una
funcion f de clase C' en Q tal que F =V f, entonces

/F~dr:/Vf-dr
v gt

f(r(a)) = f(r(b))
0

i1) = iii) Sean 1 y y2 dos curvas simples, requlares y suaves en  tales que poseen extremos comunes y
asumamos que ii ) se cumple. Sea Ty : [a,b] — RY wuna parametrizacion simple, reqular y suave de 1 vy
T : [c,d] — RN una parametrizacion simple, reqular y suave de 2, con r1(a) = ra(c) y r1(b) = ra(d).
Luego, como 75 es la curva que invierte la orientacion de 72, obtenemos que 1 + 75 es una curva
cerrada simple, reqular y suave, y se verifica que

Ta(c)

71(a)

Figura 5.24: Curvas con mismo punto inicial y final.

Luego, si ponemos

r:la,b+d—c —RY

Lo r(t) r1(t) sia<t<b
'S =
ro(—t+b+d) sib<t<b+d-—c,

obtenemos que r(a) = r(b+d —¢) y que 7(b) = r1(b) = ra(d). Asi que T es una parametrizacion
simple, reqular y suave de la curva v, + 5 y como estamos asumiendo que ) se cumple, obtenemos

/F~d’r‘1— F'd’l"QZ F-d’!’l-l- F‘d’r’g
" 72 m Yo

= / F.r
Y14+74

=0.
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i11) = 1) Sea vy una curva cerrada, simple, reqular y suave en Q y asumamos que iii) se cumple.
Poniendo

Y=m+7

para algunas curvas 1 y o simples, requlares y suaves tales que poseen extremos comunes verificando
que la union de sus trazas es igual a la traza de vy, desde iii ) obtenemos que

/F'dr: F-dr+/ F.-dr=0
y T ¥

o—

it) = i) Queremos probar que

3f : Q=R tal que F=Vf
bajo el supuesto que ii ) se cumple.

Sea vy en Q) fijo, pero escogido de manera arbitraria, y para cada v € Q consideremos v (vg, v) una
curva simple, reqular y suave contenida en ) tal que su punto inicial es vy y su punto terminal es v.
Consideremos también v : [a,b] — RN una parametrizacion simple, reqular y suave de v (vg,v) tal que

7(a) = voyr(b) = v
Definamos f : Q0 — R por
w— f(w) = / F -dr
'Y('Uofw)

La definicion de f es correcta pues ya hemos probado ii) < iii), de manera que da lo mismo cual
es la curva v simple, reqular y suave contenida en ) que conecta vy con w, asi como también da lo
mismo cual es su correspondiente parametrizacion r simple, reqular y suave. Debemos probar que

Vf(w)=F(w) YweQ

Sea A €]0,dist (v1,09) [, sea h € B(0,1) fijo, pero arbitrario y extendamos la curva «y (vg,v) por
una curva simple, regular y suave 7y (vg,v + Ah) cuyo punto inicial es vy y cuyo punto terminal es
v + Ah. Serd suficiente probar que

h) —
i (0t eh) f@):FW%h

e—0t £

Tenemos,

= 1/ 7 . dr
€ Jy(v,v+eh)
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Figura 5.25: Una vecindad sobre ~.

Pongamos ahora r(t) = v + th, para t € [0, \]. Se sigue que

1 1 [¢
/ 7-dr:/ F(v+th)-hdt
€ Jy(wwten) € Jo

=F(v+¢h)-h
para alguna & € [0,€],y como & — 07 cuando € — 0Ty F es un campo vectorial continuo, obtenemos

i LR = F0) gL —.dr
e—07t € e=0" € Jy(v,vteh)

= lim F h)-h
g Floreh)

= F(v) - h.
En resumen, hemos probado que
Vf(w)-h=F(v)-h YveQVheB(0,1)

de donde se concluye que Vf = F en ).

Proposicion 5.7.3 Bajo las condiciones del Teorema 8.8.7, y asumiendo adicionalmente que €2 es un
conjunto convezo en RN, y que F es de clase C' en §, entonces las afirmaciones i ), i) y iii) del
Teorema 5.12 también equivalen a la siguiente afirmacion:

. .o . ) OF;
i) Para cadai,j =1,...,N se tiene que gff = g
J 1

Si F = (P,Q) es un campo vectorial de clase C!' definido en un conjunto abierto, convexo y no vacio
de R?, la condicién iv) de la Proposicion 5.7.3 se traduce en

0P _0Q
oy  Ox
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Si F = (P,Q, R) es un campo vectorial de clase C'! definido en un conjunto abierto, convexo y no vacio
de R3, la condicién iv) de la Proposicion 5.7.3 se traduce en

oP _9Q 9Q OR _ OP OR

oy oz 0z oy ° 02 om
que a su vez equivale a

rot F = (0,0,0) en Q

Luego, bajo las hipotesis de la Proposicion 5.7.3, en el caso N = 3 la afirmacion iv) de tal proposicion
equivale a
F es irrotacional en 2

Ejemplo 5.32 Sea A un conjunto abierto y conexo en R? que contiene a la bola cerrada B((0,0),1),
sea Q = A\{(0,0)} y sea F : Q — R? el campo vectorial definido por

— F =
(z,9) (z,9) <$2+y2,$2+y2>

Considerando F = (P, Q) comprueba que

oP 0Q
—=—en{l
Oy  Ox
y que sin embargo F no es conservativo.
Sol: Para cada (x,y) € Q se verifica que
P = -
(@,9) = — oI Qz,y) = — y
Luego,
8P o 2+ 2 +2 2 2 .2
Oy (2% +y?) (2% +y?)
Por lo tanto,
D) 24 42) — 242 2_ .2
09 gy = A2 Vo v en
Oz (@* +y?) (2% + y?)
op _0Q o
y ox

Consideremos ahora la circunferencia unitaria vy recorrida una vez en sentido antihorario, y conside-
remos la funcion vectorial v : [0,2n] — R? definida por

t— r(t) = (cost,sent),

que es una parametrizacion simple, cerrada, reqular y suave de . Tenemos,

dr

F(r(t)) = (—sent,cost) y T

(t) = (—sent,cost)
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FEntonces,
/ _ / F(r(t)) - (t)dt
v g
2
= / (—sent,cost)(—sent,cost)dt
0
27r
o
=27

Notemos que Q) es un abierto conexo en R? y F es continuo en ), por lo que el Teorema 5.12 es aplicable,
y puesto que vy es una curva cerrada y reqular para la cual ii) del Teorema 5.12 falla, concluimos que
F no es conservativo. Observemos que esto no contradice a la Proposicion 5.7.3, pues aunque F es C"
en ©,Q no es convexo en R, y por lo tanto la proposicion no es aplicable.

Ejercicio 5.12

1. Calcula la integral de linea

(2,3,—4)
/ zdz+y? dy — 22 dz
(1,1,1)

2. Calcula la integral de linea

/(“2’b2’02) rdr+ydy+zdz
(al,bl,cl) \/ $2 + y2 + 22

donde (ay,b1,c1) pertenece a la esfera x® + y? + 22 = R? y (ag, ba,ca) pertenece a la esfera
x2+y2+22 :R%, con Ro > R1 > 0.

3. Considera el campo gravitacional

mMgp

G(p,0,9) = V(p, 0, ¢) €]0, 00[x]0, 2] x]0, 7]

donde m es la masa de una particula que es atraida por una masa M en el origen de R3,g es
una constante gravitacional, y p es la distancia al origen. Si M fuese la masa de la Tierra, p
seria la distancia al centro de la Tierra y g seria la constante gravitacional de Newton. Muestra
que G es un campo vectorial conservativo.

4. Encuentra, si es posible, una funcion potencial para el campo vectorial
F(z,y,z) = (y2 cosx + 22,4 + 2ysen x, 3z + 2) Y(z,y,2) € R>.

5. Muestra que
/ (62 + 2y?) dz + (4zy — 2*) dy — 2yz d=
~

es independiente de la trayectoria de cualquier curva v seccionalmente reqular y suave en R3, y
determina su valor para una tal curva con punto inicial (1,2,—1) y punto terminal (4,0,2), de

la siguiente forma:
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a) Determinando una funcion potencial,

b) Determinando una poligonal de lados paralelos a los ejes coordenados.
6. Muestra que el campo vectorial
F(z,y) = (3:62@/ +2,2% + 4y3) Y(z,y) € R?
es conservalivo.

7. Muestra que todo campo vectorial conservativo de clase C' es irrotacional. 8. Muestra que el
campo vectorial

F(z,y,2) = ( —Y v

) V) ERV0.0.0 e )

es irrotacional y que, sin embargo, no verifica que

fF.dr:O
5

donde v es la circunferencia 2 4+ y> = 1 en el plano xy recorrida en sentido antihorario. ;Con-
tradice esto al Teorema 5.12 y la Proposicion 5.7.37 Justifica tu respuesta.

5.7.5 Teorema de Green

En esta seccién enunciaremos un teorema que expresa una integral doble sobre una regiéon D del
plano cartesiano en términos de una integral de linea respecto de una curva cerrada -« que corresponde
a la frontera Fr(D) de la region D recorrida en sentido antihorario.

Teorema 5.13 (Teorema de Green para dominios simplemente conexos) Sea D una region en R? cuya
frontera Fr(D) es la traza de una curva simple, cerrada, suave y seccionalmente regular, sea Q un
conjunto abierto en R? tal que D UFr(D) C Q, y sea F : Q — R? un campo vectorial de clase C* tal
que

F('%?J) - P(wvy)i"i_ Q(xvy)j: (P(x,y),Q(m,y)) V(l'?y) €

Si Fr(D) es recorrida en sentido antihorario, entonces se verifica que

7{ F-dr—jq{ Pdw+Qdy—// <E9Q_8P)dA
Fr(D) Fr(D) p \ Oz dy

Ejemplo 5.33 Calcula
f (:B2 + y2) de —zy dy
.

si v representa los lados del cuadrado de vértices (1,0),(0,1),(—1,0) y (0,—1) recorrido en sentido
antihorario.
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Sol: Pongamos
F(z,y) = (P(z,y),Q(z,y))
= (m2 + y2, —asy) .

Claramente se trata de un campo vectorial de clase C' en R? y se verifica que

0Q, oP,
%(x,y)— Yy y afy(w,y)—Zy

de donde obtenemos que
oQ 0P
B &Y~ @(w,y) =3y

Por otro lado, la curva determinada por el cuadrado de vértices (1,0), (0,1), (—1,0) y (0, —1) recorrido
en sentido antihorario es una curva simple, cerrada, suave y seccionalmente regular. Luego, podemos
aplicar el Teorema 5.13 de Green para dominios simplemente conezxos. Obtenemos

é(w2+y2)dx3§y dy://D <aai2(x,y)g];(:p,y)> dy dz

0 1+z 1 11—z
——3<// ydydx—l—// ydydx)
—-1J-1-z 0 z—1

</0 ((x+1)* = (—(1+2))*) dz + /01 (1—2)? = (—(1—2))?) dx>

-1

Figura 5.26: Region encerrada por los lados del cuadrado de vértices (1,0),(0,1),(—1,0) y (0,—1)
recorridos en sentido antihorario.

Teorema 5.14 (Teorema de Green para dominios miltiplemente conexos) Sea D C R? una region
cuya frontera Fr(D) estd constituida por n + 1 curvas simples, cerradas y seccionalmente requlares, a
saber: v,v1,7Y2, - - -, Vn, tales que:

i) la region encerrada por 7y incluye en su interior a cada v;,i = 1,2,...,n,

i) i Ny =@ sii#j,
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iii) ninguna de las v; estd contenida en la region encerrada por otra ;.

Si Q C R? es un abierto tal que D UFr(D) C Q, y F : Q — R? es un campo vectorial de clase C*
tal que

F(:Evy) = P(xay)i"i' Q(xay)j = (P(:an)aQ(m7y))

y Fr(D) es recorrida en sentido antihorario, entonces

?{F-dr://D (gg—g];)dA%—gjiF~dr

?ipd:w@dy://D (gg-?;)dA+i7£de+Qdy

=1 g

o bien

Observacion:
= En el teorema anterior todas las curvas involucradas en las integrales estdn dadas en sentido
antihorario; esto es: v,Y1,7V2,---,Vn estdn recorridas en el sentido antihorario usual.

= Recordemos que si v es recorrida en sentido antihorario, entonces v~ recorre a la traza de vy
en sentido horario, comenzando en el punto terminal de . Luego, si F' es un campo vectorial
continuo, y T es una parametrizacion simple, reqular y suave de la curva v en el interior de

Dom(F), entonces se verifica que
?{ F.dr =— j{ F.dr
o v

Ejemplo 5.34 Calcula

— T
f2y2d$+2 5 dy
N TTFY 4 +y
sty es una curva cerrada, simple, reqular y suave, recorrida en sentido antihorario, y tal que el interior
de la region encerrada por vy contiene al origen.

Sol: Notemos que

F(z,y) = (P(z,y),Q(z,y)) = < -y T )

22+ 2" 22 + g2
no es C' en regiones que contienen al circulo unitario. Sin embargo, F si es C* en R?\{(0,0)}. Luego,
si a la region Dy encerrada por «y (recorrida en sentido antihorario) le quitamos el circulo B de centro
en el origen y radio €, con 0 < € < 1 (cuya frontera es la circunferencia de centro (0,0) y radio €, a la
que asociamos la curva Y. que la recorre en sentido antihorario), entonces sobre la region D = Do\ Be
es posible aplicar el Teorema 3.9.2 de Green para dominios mailtiplemente conexos.
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Y\

Figura 5.27: Region D = Dy\B., donde Dy es una regién que contiene al origen y esta encerrada por
la curva v que es cerrada, simple, regular y suave, recorrida en sentido antihorario; y B. es el circulo
de centro en el origen y radio ¢, cuya frontera es recorrida en sentido antihorario.

Obtenemos

—y x 0Q 0P j{ —y x
d dy = — — — | dA d dy.
7,{:62+y2 x+$2+y2 Y //D<8:E oy + e T2y x+x2+y2 Y

Ahora, como

3P( ) — (x2 + yz) + 2¢2 —x2 + 92
- CC, == =
oy T T @ @)
Y
8762(9: - ($2+y2) 92 B g2 g2
bz (@2 +42)* (@ +y?)
se sigue que
0Q 0P
— - = D
o By 0 en

y sobre . se tiene que x? + y2 =g?

-y T 1
dm+dy:7{ —ydx+z dy
7{/:324—1/2 x? +y? e2 |,

Ahora, podemos concluir de dos formas diferentes:

, ast que

Primera forma. Consideremos Fy(z,y) = (—y,x) y parametrizamos . mediante la funcion vectorial
r(t) = (ecost,esent), cont € [0,27] Luego,

dr

Fi(r(t)) = e(—sent,cost) y T

(t) = e(—sent,cost)

de donde d
j[ —ydz+ady = / F(r@t) - L )at
o at

€

2
:/ e(—sent,cost) - e(—sent, cost)dt
0

27
= g2 / (sen2 t + cos® t) dt
0

=227
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Por lo tanto,
-y T 1
m+@=fﬂwwww
%\/1'24‘1/2 x? +y2 52 e
= 2.

Segunda forma. Consideremos Fi(z,y) = (—y,x) = (Pi1(z,y),Q1(x,y)) y usemos el Teorema 5.13
de Green para dominios simplemente conexos. Claramente

on _ . 9@
oy Y Tom
de donde obtenemos que
0Q, _op: _
Ox oy

Ahora, como Be el circulo encerrado por 7., por el Teorema 5.13 de Green para dominios simplemente

0Q1 0P
— = — ——— | dA
ji ydr+x dy //6<8a: 8y>d
:2// dA

= 25277,

conexos obtenemos

pues el drea de B., que es el circulo centrado en el origen y de radio €, es we2. Se sigue que

-y T 1
dz + dy:f —yder+zdy
£x2+y2 22 4+ y? e2 |,

= 2.

Ejercicio 5.13 1. Calcula el trabajo del campo vectorial F(x,y) = (Q:ij — 2% x4 yz) sobre la fron-
tera de la superficie encerrada por las curvas y = x’yx = y?, recorrida en sentido antihorario.
Verifica el Teorema 5.13.

j{ F -dr
~

donde v es la elipse 92 + 4y? = 36 recorrida en sentido antihorario, donde

2. Fvalia

x Y
F €,Y) = + 2y7 +z
(#:9) <\/x2+y2 V2 +y? )
3. Sea a > 0. Fvalia la integral de linea

j{—y dz + (z — a)dy
y (z—a)?492

sobre cualquier curva vy cerrada, simple, reqular y suave recorrida en sentido antihorario de forma
tal que

a) el punto (a,0) no pertenece a la curva ni a la region que ella encierra

b) el punto (a,0) pertenece a la region encerrada por la curva.
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4. Sean a >0 y b > 0. Calcula el drea de la region acotada limitada por la elipse (%)2 + (%)2 =1.

5. Sea a > 0. Halla el drea de la region del primer cuadrante acotada por un arco de la cicloide
r(t) = (at —asent,a —acost),t € [0,27].

6. Calcula
?{ e (@ =v%) cos(2zy)dx + e (@ =v%) sen(2zy)dy
’y

donde ~y es la circunferencia x> + y?> = a®,a > 0, recorrida en sentido antihorario.

7. a) Muestra que el campo vectorial F(x,y) = (:L‘3 — 2$y3) i — 3x%y%) es un campo vectorial gra-

%F-dr
¥

donde v es la curva de trayectoria r(t) = (cos3 t,sen? t) ,t € [O, g]

diente.

b) Evalia
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